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10. Klasse TOP 10 Mathematik 10

Gesamtes Grundwissen mit Ubungen G

Grundwissen Mathematik 10. Klasse: Die 10 wichtigsten Themen auf jeweils einer Seite!
Zum Wiederholen kann man die Ubungen des Kompakt-Uberblicks verwenden.

10/1  Pi, Kugel, Kreisteile, Bogenmal}

10/2  Trigonometrische Funktionen

10/3  Exponential- und Logarithmusfunktion
10/4  Bedingte Wahrscheinlichkeit

10/S  Polynomdivision

10/6  Polynomgleichungen, Polynom-Nullstellen
10/7  Vorzeichenbereiche

10/8  Parameter

10/9  Eigenschaften von Funktionsgraphen
10/10  Uberblick: Funktionen und Gleichungen
10/K  Kompakt-Uberblick zum Grundwissen
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G=Grundwissen, U=Ubungen, L=Losungen




10. Klasse TOP 10 Grundwissen 10

Pi, Kugel, Kreisteile, Bogenmaf 01

Pi

7 ist eine irrationale Zahl (d. h. nicht als Bruch darstellbar; die Dezimaldarstellung bricht
somit nicht ab und besitzt keine Periode). Daher ist nur niherungsweise 7 =~ 3,14 (fiir Uber-
schlagsrechnungen m ~ 3). Nidherungswerte konnen z. B. dadurch gewonnen werden, dass
Kreisumfang u = 277 oder Kreisfliche A = r?7 durch Vielecke angeniihert werden.

Kugel mit Radius r
Volumen V = %71’7"3, Oberfliche O = 477r2.

Tipp: Bei Berechnungen Einheitenkontrolle: Flichen miissen sich wegen ,,»2 in der Einheit m?, dm?, cm?, ...
ergeben, Volumina wegen .73 in m?, dm3=Liter, cm?, ...

Kreissektor mit Winkel ¢

Fliche A und Bogenlénge b sind Bruchteil 35 (bzw. 3=, wenn ¢ im Bogen-

mal, siehe unten) von Kreisfliche bzw. Kreisumfang:

S

_ 2 _ 2 _ or?
A= 35(’)0 o7 W(bzw.A—¢§-r ﬂ—%),
b= 3555 - 2rm (bzw. b = = - 2rm = 1)
Bogenmal}

Erkldrung: Winkel konnen gemessen werden im Gradmaf (Vollwinkel = 360°) oder im Bo-
genmal (Vollwinkel = 27r).
Letzteres hat seinen Namen daher, die Bogenldnge, die der Winkel aus einem b
Kreis mit Radius 1 ausschneidet, als MaB fiir den Winkel zu verwenden.
Wegen des Kreisumfangs 2rm = 27 (fiir » = 1) ist dementsprechend’

360° = 27
Beispiele fiir Umrechnungen:

GradmaB — BogenmaB: 17° ist 5o~ des Vollwinkels, also 17° = & - 2.

1
= 6 des Vollwinkels, also % = 60°.

8 feers

Bogenmall — GradmaB: % ist
Merke auswendig: 5 = 90°.

Taschenrechner und Gradmafl/Bogenmal:

Bei Verwendung der trigonometrischen Funktionen sin, cos, tan ist der Taschenrechner zu-
vor je nach Bedarf auf Gradmal3 oder Bogenmal} einzustellen (siehe Bedienungsanleitung
des Taschenrechners, bei manchen z. B. mit den Tasten MODE 4/MODE 5 oder durch wie-
derholtes Driicken einer DRG-Taste). Im Display des Taschenrechners wird dies meist durch
RAD beim Bogenmal} und DEG (oder nichts) beim Gradmal} angezeigt.

Beispiel: Im GradmaB ist sin45° = 1v/2 ~ 0,71, im BogenmaB sin T = /2 ~ 0,71.
Wann Bogenmal3, wann Gradmaf3?

Dies hiingt natiirlich von der Situation und der Aufgabenstellung ab. Sofern nichts anderes
verlangt ist, kann man sich an folgenden Anhaltspunkten orientieren:

Gradmal Bogenmal}
Geometrische Berechnungen an Dreiecken, Beim Zeichnen von Funktionsgraphen,
wenn das °-Zeichen vorkommt, wenn 7 vorkommt,

wenn griechische Buchstaben zur Bezeich-  wenn Variablen wie x oder ¢ vorkommen,
nung von Winkeln vorkommen (z. B. o, ¢). in Physik bei Formeln zur Kreisbewegung
und zu Schwingungen, z. B. y = a sin wt.

'In diesen Grundwissens- und Ubungsblittern wird die Kennzeichnung, ob es sich um eine Angabe im
Grad- oder Bogenmaf} handelt, durch die Einheit ° (Grad) beim Gradmal3 bzw. durch einen reinen Zahlenwert
beim Bogenmal} vorgenommen. Das Gleichheitszeichen ist somit wie ein Umrechnungsfaktor fiir Einheiten zu
verstehen: 1° = == - 27 ~ 0,0175.
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10. Klasse TOP 10 Grundwissen 10

Trigonometrische Funktionen 02

sin, cos, tan am rechtwinkligen Dreieck — grund98.pdf

Sinus, Kosinus am Einheitskreis (= Kreis mit Radius » = 1)

I ‘ I Beispiele (zum Winkel im Bogenmall — grund101.pdf):
p 1 sin(27) = sin 120° = 1v/3 (Punkt P in der Abbildung)
AT T cos(F) = cos120° = —3

sing| \A-P sin7 = sin 180° = 0 (Punkt P in der Abbildung)

Pe \/O 1 cosT = cos 180° = —1
2\ cosy P, sin(—7) = sin(—45°) = sin(315°) = —1+/2 (Punkt P5)
III:ZE\‘ - v cos(—%) = cos(—45°) = cos(315°) = 1/2

Ferner ergeben sich die Vorzeichen in den einzelnen Quadranten -1V :

% 0°=0|1]90°=7% | 1T |180°=m | I 270":377T IV | 360° = 27
COS ¢ 1 + 0 — -1 — 0 + | periodisch

sin ¢ 0 + 1 + 0 — -1 — | von vorne

Ordnet man dem Winkel ¢ den jeweiligen Wert sin ¢ bzw. cos ¢ zu, so erhdlt man sin-
bzw. cos-Funktion; dabei wird meist der Winkel im Bogenmal} verwendet und nun mit x
bezeichnet.

Graphen

siny cosy Merke: Der cos-Graph geht
1}{ o = im Koordinatensystem durch
. 5 - o den Punkt (0|1), der sin-Graph

—Z 1# 2 S _1# 2 steigend durch den Punkt (0]0).

sin und cos sind 27-periodisch.
Verschiebung, Streckung der Graphen/Einfluss von Parametern — grund108.pdf, ueb102.pdf

Eine grobe Skizze der Funktionsgraphen ist auch niitzlich zum Ldésen trigonometrischer
Gleichungen in Hinblick darauf, dass es mehr als die vom Taschenrechner (TR) angezeigten
Losungen gibt. Beispiel: 5sinxz — 3 = 0. Ya
Nach Umformen folgt: 5 sin x =3, also sin x =0,6.
Nach Driicken von SHIFT-sin zeigt der TR im Bo- | N I
genmal} x; ~ 0,64 als erste Losung (TR auf RAD 1 go L2 32&)333 g
— grund101.pdf) bzw. im GradmaB ¢, ~ 37° (TR o

auf DEG).

Aus der Zeichnung sieht man weitere Losungen, ndmlich 9 = m — 21 ~ 2,50, und alles 27-
periodisch, also x3 = x1 4271 ~ 6,93, x1+47, ©1+6m, ..., allgemein x1 +2k7 ~ 0,64+ 2k~
mit ganzer Zahl k € 7, und xy + 2km ~ 2,50 4+ 2kn, k € 7Z. Im Gradmal ergibt sich
entsprechend ¢, + k - 360° ~ 37° + k - 360° und s + k - 360° =~ 143° + k - 360°, k € ZL.

Dreiecksberechnungen im allgemeinen Dreieck (im Lehrplan nicht verbindlich)
Je nach gegebenen Groflen wihlt man einen der folgenden Sétze:

. e

Sinussatz: _ Kosinussatz:
4 _sma a? = b + ¢ — 2bccos o v
b sinp _ b a
(Die Seitenldngen verhalten sich  (,,verallgemeinerter Pythagoras®)
wie die Sinuswerte der ge-
geniiberliegenden Winkel) «a B

Beispiel — ueb102.pdf ¢
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10. Klasse TOP 10 Grundwissen 10

Exponential- und Logarithmusfunktion 03
Exponentialfunktionen f(z) = b - a® mit Wachstumsfaktor a > 0 und Anfangswert b > 0.
y=2" y=10"" = (35)" Definitionsbereich: D = IR

Yy Y Wertebereich: W = IR =]0; oo

Im Fall @ > 1 steigt die Kurve streng mo-
noton (und zwar bei geniigend groBen x-
Werten beliebig steil; steiler als bei linearem

1 1\? oder quadr. Wachstum); fiir x+ — —oo néhert
" sie sich der z-Achse (Asymptote).
o T o &  Firz=0erhiltman f(0) = b-a” = b-1 = b.
Anwendungsbeispiele:

e Zins und Zinseszins: Ein Guthaben K steigt jedes Jahr um 5 %, d. h. mit Faktor 1,05.
Nach «x Jahren liegt dann das Guthaben K - 1,05 vor (exponentiell steigend).

e Radioaktiver Zerfall: Der Vorrat an noch nicht zerfallenen Atomkernen fillt in einer
gewissen Zeit jeweils auf die Hilfte. Nach x solchen Zeitabschnitten liegt dann nur
noch (%)m = 27" von der Anfangsmenge vor (exponentiell fallend).

e Wiihrend beim exponentiellen Wachstum die Werte jede Zeiteinheit mit dem gleichen
Faktor a multipliziert werden, wird beim linearen Wachstum jede Zeiteinheit die glei-
che Zahl m addiert. So ergeben sich z. B. aus 100 Euro bei linearer Zunahme und
jahrlich m = 20 Euro nach 25 Jahren 100 + 25 - 20 Euro = 600 Euro, dagegen bei
exponentieller Zunahme um 20 % sogar 100 - 1,20* Euro ~ 9540 Euro.

Logarithmusfunktionen f(x) = log, « zur Basis a > 0

sind Umkehrfunktionen der Exponentialfunktion, und zwar ist der Loga- a .
rithmus zur Basis a die Umkehrung zur Exponentialfunktion mit Basis a. * W a
Somit log, a” =z und aloga = x sowie log, 1 =0, log, a = 1. o

y Definitionsbereich D = IRt =]0; oo

L = 10g2 x Wertebereich W = IR

Am Taschenrechner (TR) steht mit der log-Taste die

Logarithmusfunktion zur Basis 10 zur Verfiigung, al-

so die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion mit
der Gleichung y = 107.

Rechenregeln: log(ab) = loga + logb log(%) = loga — logb log(a™) =rloga

log,a=

Exponentlalglelchungen
sind Gleichungen, in denen die Losungsvariable x im Exponenten auftritt. Exponentialglei-
chungen 16st man durch beidseitiges logarithmieren.

logb a

. (Basiswechsel — Formelsammlung/Merkhilfe; z. B. log, 20 = log10020 ~4,3)

Beispiel:

Die Weltbevolkerung betrug 1990 ca. 5264 Millionen, 2006 ca. 6538 Millionen.

Modelliert man dies als exponentielles Wachstum mit Anfangswert b = 5264 - 10°, al-
so f(z) = + 50 ist (16 Jahre spiter) f(16) = 6538 - 105 = 5264 - 10° - o', also
a= % gggi ~1 24 6~ 1,0136, d. h. das jahliche Wachstum betrégt ca. 1,36 %.

Danach Bevdlkerungszahl im Jahr 2050: f(60) = 5264 - 10° - 1,0136% ~ 12 - 10°.

Wann wird sich bei diesem Modell die Bevolkerungszahl im Vergleich zum Jahr 1990 ver-
doppelt haben? Antwort: Gesucht ist z mit f(z) = 2 - 5264 - 105, also die Lsung der Expo-
nentialgleichung 2 = 1,0136”. Anwendung von log auf beiden Seiten: log 2 = log 1,0136%;

gemil Rechenregel folgt log 2 = z - log 1,0136, also x = loghi% ~ 51, also im Jahre 2041.
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10. Klasse TOP 10 Grundwissen 10

Bedingte Wahrscheinlichkeit 04

Absolute und relative Héufigkeit und weiteres Beispiel zur Vierfeldertafel — grund65.pdf
Mehrstufige Zufallsexperimente, Pfadregeln, Baumdiagramm — grund97.pdf

Formel von Bayes

- . ) P(ANnB
Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B: Pg(A) = w
Beispiel
Ein Bauunternehmer bezieht zum Terrassen-Pflastern 400 Steinplatten, und zwar zu % Stein-
platten I. Wahl (Anteil beschédigter Platten 5 %) und zu % Platten II. Wahl (Anteil beschadig-
ter Platten 15 %). Aus der Gesamt-Lieferung wird zufillig eine Platte herausgegriffen.
Frage: Mit welcher Wahrscheinlichkeit stammt eine beschidigte Platte aus der Lieferung
I. Wahl? Oder anders formuliert: Mit welcher Wahrscheinlichkeit handelt es sich unter der

Bedingung, dass die Platte beschédigt ist, um eine Platte aus der 1.-Wahl-Lieferung?

4-Felder-Tafel

Bei einer Aufteilung der Gesamtzahl nach mehreren Merkmalen kann man eine 4-Felder-
Tafel erstellen, wobei die Zeilen bzw. Spalten jeweils mit Merkmal/nicht-Merkmal beschrif-
tet werden und die Zahlen in jeder Zeile bzw. Spalte jeweils addiert werden (bzw. umgekehrt
fehlende Felder auf diese Weise ergiinzt werden).

In obigem Beispiel seien

Wj: ,,Die zufillig gezogene Platte ist aus der I.-Wahl-Lieferung und

B: ,Die zufillig gezogene Platte ist beschadigt”.

4-Felder-Tafel mit absoluten Haufigkeiten 4-Felder-Tafel mit Wahrscheinlichkeiten

B B B B
Wy |16 304 | 320 Wi 0,04 0,76 0,80
Wi |12 68| 80 Wi 10,03 0.17 0,20
28 372 | 400 0,07 093|100 % =1

(Fett gedruckte Felder werden zuerst ausgefiillt (z. B. 320 = % von 400; im Feld W7 N B: 5 % von 320 = 16

bzw. 5 % von % = 0,05 - 0,80 = 0,04), fiir den Rest entsprechende Zeilen- bzw. Spaltensummen betrachtet.)
Losung der obigen Frage mit absoluten Haufigkeiten: Hat man eine der 28 beschéddigten
Platten vor sich, von denen 16 aus der Lieferung I. Wahl stammen, so erkennt man:
PB(W1)2£:%%57%

Losung der obigen Frage mit Wahrscheinlichkeiten und der Formel von Bayes:

_ PWinB) _ 0,04 _ 4
Pe(Wh) = “pl5r = Gor = 3 = 57 %.

Baumdiagramm

Bei den Beschriftungen der Aste der 2. Stufe
5 B bzw. B handelt es sich um bedingte Wahr-
scheinlichkeiten, z. B. Wahrscheinlichkeit fiir
W ,beschadigt® unter der Bedingung ,I. Wahl*:
Py, (B) = O’WS 0.5/ \0,85 = Pu,(B) Py, (B) = 0,05 usw.
N S Die unter den Pfaden stehenden Wahrschein-
B B B B lichkeiten werden durch Anwendung der Pfad-
regeln (— grund97.pdf) berechnet (Multi-
plikation der Wahrscheinlichkeiten an den
Asten): P(W; N B) = P(Wy) - Py, (B) =
2.0,05 = 0,04 usw.
Fiir das aus den Pfaden W, — B und W, — B zusammengesetzte Ereignis B gilt:
P(B) = 0,04+ 0,03 = 0,07.
Mit der Formel von Bayes berechnet man die gesuchte bedingte Wahrscheinlichkeit:

_ P(WinB) __ 0,04 _ 4 .
PB(WI)—TlB)—W—7N57%

SHES
—
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10. Klasse TOP 10 Grundwissen 10

Polynomdivision 05
Beispiel 1:
(2% —62% + 92 —2) : (z — 2)
——
Dividend Divisor

Die Polynome werden — wenn nicht schon geschehen — nach fallenden Potenzen geordnet.
Man beginnt mit der Division der hochsten Potenzen von Dividend und Divisor, hier also
2 : x. Das Ergebnis (hier 2?) schreibt man rechts vom Gleichheitszeichen an; dieses Ergeb-

nis multipliziert man mit dem Divisor (hier also 22 - (x — 2) = x® — 22?) und notiert dies

unter dem Dividenden.

Bis jetzt steht also da:

Da jetzt subtrahiert werden muss (hier
—(2% — 22%) = —x® + 22?), ist
es zweckmiBig, die Vorzeichen durch
dariiberschreiben zu dndern und dann
zu rechnen:

Das Verfahren wird nun fortgesetzt
(hochste Potenzen dividieren:

—42? . x = —4x anschreiben, dann
mit Divisor multiplizieren: —4x - x =
—42% und —4z - (—2) = +8z notie-
ren), dann steht da:

Wieder werden die Vorzeichen ge-
dndert, die entsprechende Rechnung
durchgefiihrt (hier 9z — 8z = x),
die ndchste Stelle heruntergeholt und
abermals das ganze Verfahren durch-
gefiihrt, bis dasteht:

(23 — 622 + 92— 2) : (z —2) =2%. ..
z3 — 222

(23— 622+ 92 —2): (z —2)=2%...
—a3 + 222 i
\J \J

Man rechnet J/
—6x2+222=—4z2
J/ nichste Stelle herunterholen

— 42 4+ 9z

(23 =622+ 92 —2): (x —2) =2 —4x. ..

—x3 + 222

— 42?2 4+ 9z
— 422 + 8x

(23 — 6224+ 92—2) : (x —2) =a2® — 4z + 1
—a® + 222

— 42? + 9x
+ 42% — 8z
r—2
—x+2
0

Bleibt Rest 0, so ist die Polynomdivision ist aufgegangen.

Beispiel 2: Division mit Rest

(Den Vorzeichenwechsel moge der Leser mit Farbstift in den jeweils unterstrichenen Zeilen selbst vornehmen)

(225 + 62 — 23 + 4a?
205 + 62 | ] G

0 — a3+ 422
—z® — 3x? N
T2
72?2 + 21z
—21x — 170
— 21z — 63

-7

—70): (x +3) =22 — 22 + Tx — 21 —

Man denke sich 0 - z

7
T+ 3
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10. Klasse TOP 10 Grundwissen 10

Polynomgleichungen, Polynom-Nullstellen 06

Beispiel einer (Polynom-)Gleichung hoheren (hier vierten) Grades: z* + 922 — 22 = 623

1. Schritt: Gleichung nach 0 aufldsen: 2t — 623 + 922 — 22 =0
2. Schritt: Falls die Konstante fehlt, x ausklammern: z(x® — 6% +9r —2) =0
Das Produkt ist O, wenn einer der Faktoren O ist, also: z1 = 0oder...
3. Schritt: 22— 622 4+92—-2=0
Losung ,.erraten” (siehe unten): To =2

Polynomdivision durch ,,# minus Losung*: (2% — 62% + 92 —2) : (v —2) = 22 — 4z + 1
(— grund105.pdf; die Polynomdivision muss aufgehen, andernfalls hat man beim Raten der Losung oder bei
der Polynomdivision einen Fehler gemacht).

Alsoist 23 — 622 + 91 — 2 = (v —2)(z* — 4z + 1), und dieser
Ausdruck ist 0, wenn x5 = 2 oder 22 — 4z + 1 = 0 ist.
Das Verfahren (Losung erraten, Polynomdivision) wird so lange durchgefiihrt, bis sich eine
quadratische Gleichung ergibt.

4. Schritt: Lose die quadratische Gleichung: 2?2 —4r+1=0

T3 =2+E—1=2+/3
Die Losungen sind also: 21 =0,20=2,23=24+V3, 24 =2—+3
Eine Gleichung n-ten Grades (hier 4. Grades) kann bis zu n Losungen haben.

Faktorzerlegung: 2t — 623 + 922 — 20 = 2(x — 2) (v — (2+V3))(z — (2—/3))
(Koeffizienten der hochsten Potenz ausklammern [Beispiel siehe unten]; Faktoren ,,z minus
Losung®; hier sieht man nochmals, dass das Produkt O ist, wenn einer der Faktoren 0 ist).

Spezialfille
e Mehrfache Losungen sind entsprechend zu kennzeichnen. Beispiel:
—32° —122° 4332 —18 =0, d. h. —3(2® + 42> — 112 +6) =0 (%)
x1 = 1. Polynomdivision (23 + 422 — 112 +6) : (z — 1) = 2® + 5z — 6.
Tyy3 = —2,5 4+ /6,25 + 6, also 5 = 1, 3 = —6. Somit
z1/2 =1 doppelte Losung, r3 = —6 einfache Losung,
Faktorzerlegung —3z% — 1222 + 33z — 18 = —=3(z — 1)*(z + 6).
e Bleibt im 3. Schritt eine quadratische Gleichung ohne Losung, so ist keine weitere
Faktorzerlegung moglich. Beispiel: 22 — 222 + 2 — 2 = (v — 2)(2* + 1)
Zum Erraten einer Losung

Kandidaten sind die Teiler der Konstanten. In () kommen also 41, +2, +3, 4-6 in Frage.

(Denn: Beim umgekehrten Ausmultiplizieren der Faktorzerlegung erkennt man, dass die Konstante das Produkt
der Losungen ist).

In speziellen Situationen (z. B. Schnittpunkt zweier Funktionsgraphen, Hinweise im Text einer Priifungsaufga-
be, biquadratische Gleichung — grund910.pdf) kann es vorkommen, dass eine Losung schon bekannt ist oder
andere Losungsverfahren giinstiger sind.

Bei der Berechnung von Nullstellen von Polynomen f(z), also bei der \
Losung der Gleichung f(z) = 0, gibt die Vielfachheit der Nullstellen [
wesentliche Auskunft iiber die Art der Nullstelle (einfache Nullstelle: .
z-Achse wird geschnitten; doppelte Nullstelle: xz-Achse wird beriihrt; Y (0/—0,5)
dreifache Nullstelle: Graph schmiegt sich an die z-Achse an mit Vor- \ o
zeichenwechsel; siehe auch grund107.pdf). o
Umgekehrt gelingt es mit der Faktorzerlegung, Funktionsterme zu Po- |
lynomen mit vorgegebenen Nullstellen zu finden. Ist z. B. der neben- \ /
stehende Graph mit den Nullstellen —5, —1 und 4 gegeben, so kann ! :
ein Funktionsterm der Bauart f(z) = a(x + 5)(x + 1)3(z — 4)? vermutet werden (durch
Einsetzen des Punktes (0| — 0,5) findet man dann a = —

1
160"
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10. Klasse TOP 10 Grundwissen 10

Vorzeichenbereiche 07

Beispiel: f(z) = 0,5z* — 2% — 422 = 0,522 (2* — 22 — 8)

Zunichst bestimmt man die Nullstellen’ (und Definitionsliicken, falls vorhanden):

f(x) =0, hier 0,5z* — 3 — 42* = ( ergibt:

x1/2 = 0 (doppelt), z3 = —2 (einfach), x4 = 4 (einfach)

Diese zeichnet man auf der z-Achse eines Koordinatensystems ein (falls die Funktion Defi-
nitionsliicken hat, muss man diese ebenfalls einzeichnen): g g ‘ -

-2 0 4
Dadurch ergeben sich im Beispiel vier Bereiche: | — oo; —2[, | — 2;0[, ]0; 4] und |4; oo].
Man iiberlegt sich nun fiir jeden der Bereiche das Vorzeichen von f(x) in diesem Bereich.
Hierzu gibt es mehrere Moglichkeiten:

e ,Einsetz-Methode“:* Eine Zahl, die im jeweiligen Bereich liegt, wird in f(z) einge-
setzt. In unserem Beispiel:
In | — oco; —2] liegt z. B. —3; Einsetzen in f(z) liefert:
f(=3)=05(=3)*— (=3)3 — 4(—3)> = 40,5 — (—27) — 4 - 9 = 31,5 positiv!
In ] — 2; 0] liegt z. B. —1; Einsetzen: f(—1) = —2,5 negativ!
Ebenso: In |0; 4[: negativ; in |4; oo positiv.
e _ Linearfaktor-Vorzeichen-Methode*: Man schreibt die Polynome in der Linearfaktor-

zerlegung (,,x minus Nullstelle®). Damit schreibt (oder iiberlegt) man fiir jeden Be-
reich, welches Vorzeichen der jeweilige Linearfaktor dort hat. In unserem Beispiel:

f(x) = 0,52%(z + 2)(x — 4). Dabei sind 0,5 und z* in jedem der Bereiche positiv;
x + 2 ist negativ fiir z < —2 und positiv fiir z > —2 usw.:

20 4

0502 + + + +
r+2 -  + + +
r—4 - - — +

Nach den iiblichen Regeln (z. B. ,,minus mal minus ist plus®) iiberlegt man sich nun
das Vorzeichen von f(x) = 0,52%(z + 2)(x — 4) in jedem Bereich:

N T

fle) + = — +
Dabei erkennt man: Bei einfachen Nullstellen wechselt f(z) das Vorzeichen, bei gera-
den Nullstellen (wegen des Quadrats) dagegen liegt kein Vorzeichenwechsel vor.

e Mit etwas Erfahrung bestimmt man das Vorzeichen nur in einem Bereich* und durch
Betrachtung der Vielfachheit der Nullstelle (einfach oder doppelt ..., d. h. mit oder
ohne Vorzeichenwechsel) die Vorzeichen in den angrenzenden Bereichen.

In unserem Beispiel kann man ferner auch so argumentieren: 0,5z ist )
stets positiv. Der verbleibende Faktor x? — 2z — 8 ist eine nach oben +\‘\ /’/—i—
geoffnete Parabel, ist also zuerst im Positiven, dann im Negativen, dann H
im Positiven.

2Siehe auch Polynomgleichungen, Polynom-Nullstellen grund106.pdf

3Diese Methode ist allerdings mathematisch nicht ganz exakt, da man ja nur einzelne Stellen betrachtet und
Beispiele in der Mathematik bekanntlich nicht gelten. Die nachfolgend beschriebene Linearfaktor-Vorzeichen-
Methode zeigt jedoch, dass die Vorzeichen nur bei den Nullstellen wechseln konnen und rechtfertigt damit
diese Einsetz-Vorgehensweise.

“Durch Betrachtung bequemer Funktionswerte. In unserem Beispiel etwa sieht man fiir sehr groBe = das +
(lim z — o0); bequem ist auch 1 einzusetzen; bei anderen Funktionstermen auch die 0.
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10. Klasse TOP 10 Grundwissen 10

Parameter 08

Beispiel: f,(z) = kz? — 122 + 20

Bei Funktionen mit Parameter ist zu unterscheiden zwischen der Variablen z und dem Pa-
rameter (hier k), der fiir eine Zahl steht. Je nachdem, welchen Wert man fiir den Parameter
einsetzt, hat man einen anderen Funktionsgraphen mit anderen Eigenschaften:

Istz. B. k = 1, so hat man den Funktionsterm f;(x) = 2% —12x+20 mit den zwei Nullstellen

l‘/ _ 12:i:\/144 4-1-:20 __ 12:t8 _ 6Zt4

ist z. B. k:— 18 sohatmanflg()

1y — 12£V/1H- T8 20 1240 __ 10.
1/2 = 21,8 — 36 ~ 3°

ist z. B. k = 2, so hat man f5(z) = 22® — 12z + 20 ohne Nullstellen (denn es wire z1/, =
121\/m 12:|:\/j M)

ist z. B k=0, so hat man mit fo(z) = —12x + 20 keine Parabel, sondern eine Gerade;

ist z. B. £ < 0, so hat man eine nach unten geoffnete Parabel, die stets zwei Nullstellen
Tijp = 124y144-4-k-20 144 4820 hat (denn wegen k < 0 ist stets 144 — 4 - k- 20 > 0);

durch allgemelne Rechnung mit dem Parameter & erhdlt man die jeweils interessierenden
Eigenschaften (also hier z. B., dass zwei Nullstellen fiir Diskriminante 144 — 4 - k£ - 20 > 0,
d. h. fiir k < i‘;‘é = 1,8 vorliegen);

allen Funktionen f, gemeinsam ist in diesem Beispiel der Punkt (0/20) (denn bei Einsetzen

von z = 0 in fi(z) erhdlt man stets den y-Wert 20).

1,822 — 122 + 20 mit der doppelten Nullstelle

Spezielle Parameter-Wirkungen: Verschiebungen und Streckungen
(weiteres Beispiel: — ueb102.pdf, Aufgabe 2)

Allgemeine Form mit Verschiebe- und Streckungsparameter, aus-
gehend von einer Funktion f:

Beispiel: f(x) = 23 —x
yr

10 i
hz)=a-f(b-(x+¢))+d 75 vl/ -
Man unterscheide dabei den ,,aulen” stehenden Faktor ¢ und
Summanden d, die den Graphen in y-Richung veridndern, und den Y hyof
,,innen‘“ bei z stehenden Faktor b und Summanden c. / lT '
+d bewirkt, dass alle y-Werte um d groBer werden, d. h. der S -

Funktionsgraph wird um d nach oben verschoben (bzw. bei
negativem d nach unten).

Yt by f
-a bewirkt, dass die y-Werte mit a multipliziert werden, d. h. ;| 1 :
der Funktionsgraph wird in y-Richtung um den Faktor a ge- /"\ . / .
streckt (bzw. bei |a| < 1 gestaucht), bei negativem a zusitz- f UR7IVE

lich an der z-Achse gespiegelt.

-b bewirkt, dass man fiir x jetzt das %-fache einsetzen muss, y. ._Ef‘r,.f

um das gleiche Ergebnis zu erhalten wie ohne diesen Fak- u
tor, d. h. der Graph wird in z-Richtung um den Faktor % ol ] ~
gestaucht, bei negativem b zusitzlich an der y-Achse ge- :_!'JO"J""I t
spiegelt. hs(z)=f(22) = (22)% — 2z

+c bewirkt, dass fiir x jetzt um c weniger eingesetzt werden hy Lf
muss, um das gleiche Ergebnis zu erhalten wie ohne diesen T
Summanden, d. h. der Graph wird in z-Richtung um ¢ nach A~ ] R
links verschoben (bzw. bei negativem c nach rechts). :,/ 0l z

In Zweifelsfillen fertigt man am besten eine kleine Wertetabelle. =(x+2)3—(z+2)
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10. Klasse TOP 10 Grundwissen 10

Eigenschaften von Funktionsgraphen 09

Definitionsbereich (maximaler):
Kfritisch sind: Briiche: Nenner gleich O setzen, liefert Definitionsliicken;
Wurzeln: Radikand > 0 setzen, liefert Definitionsbereich.

Beispiel: f(x) = %. Nenner 102% — 10 = 0 liefert 2o = £1, also D = IR\{—1; 1}.

Grenzwerte im Unendlichen (d. h bei sehr groen x-Werten):

Vielen Funktionstermen sieht man das Verhalten fiir + — oo direkt an: So ist bei Poly-
nomen die hochste Potenz (und deren Koeffizient) bestimmend, Exponentialfunktionen mit
Basis @ > 1 wachsen fiir x — 400 ins Unendliche, Exponentialfunktionen mit Basis a < 1
ndhern sich der x-Achse und Briiche mit unendlich groBem Nenner gehen gegen O.
Beispiele:

Fiir 7y (z) = 2% — 82% + 16 gilt (wegen ,,z%) lim _hy(z) — +o0 und lim hi(z) — +o0.
Fiir ho(z) = —0,123 + 16 gilt (wegen ,,—23“) lim _hy(z) — 400 und lim hy(x) — —o0.
Fiir hs(x) = 1,04* — 3 gilt lim hs(x) = —3 und l_1£1 hs(xz) — +o0.

Fiir hy(z) = —-2; gilt mgrpoo hy(z) = 0 und xgrfoo hy(z) = 0.

Bei Bruchfunktionen bietet sich an, mit der hochsten Potenz des Nenners zu kiirzen.

Beispiele:
o f(z)= %. Mit z? kiirzen, d. h. Zéhler und Nenner durch 22 dividieren:
2 -8+ 1% ‘
flz) = 10710%2. Hier erkennt man nun, dass bei Einsetzen sehr gro3er z-Werte % und
T a2
% gegen 0 gehen, so dass am verbleibenden Term das Verhalten fiir sehr grofe x-Werte
. s . o . r2—8
bequem sichtbar ist: lim f () = im 552 — oo,
Cdpel o A 4 o R T Lo~
* xEI:II:loo Se+3 z1—1>1/:?oo 5+% B ¢ x1—1>r:?oo 5z3+3 xgrzll:loo 52+ac%3 =0.
Symmetrie (spezielle): Punktsymmetrie zum Ursprung, falls f(—z) = —f(x)
Achsensymmetrie zur y-Achse, falls f(—z) = f(x)

Beispiele:

flx) = £=822416 jot achsensymmetrisch zur y-Achse, denn

102210 ! .
—2)4—8(—2)2+16 _ +*—822116
f(=z) = ( m1)0(—x()2i)10 = ot = f@).

hs(z) = “"”;2;413” ist punktsymmetrisch zum Ursprung, denn

_ (o)’—A(-w) _ —a+dr  —(@P—da) 2B dx
h5(—$) - (—z)2+1 - §2+1x z2+1 - _xa:Q—‘,—lx _hS(x)

Falls Symmetrie vorliegt, erleichtert dies spiter oft die Arbeit, z. B. beim Berechnen von Funktionswerten.
Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen:
Schnittpunkt einer Funktion f mit der y-Achse: Berechnung von f(0).
Schnittpunkte mit der z-Achse (Nullstellen): Losung der Gleichung f(z) = 0;

fenial 1822416
Beispiel: f(z) = S350

Nullstellen: f(z) = 0: % = 0; ' 822+ 16 = 0; binomische Formeln: (22 —4)% = 0;
[(z42)(z—2)]* = 0; 212 = —2 (doppelt), 234 = 2 (doppelt). Somit Ny 5(—2]0), N3/4(2]0).

Schnitt mit y-Achse: f(0) = E=80+16 — 16— _1 6 also Y (0| — 1,6).

10-02-10 —10 —
Fiir eine Skizze des Funktionsgraphen liefern diese Eigen- “
schaften wertvolle Anhaltspunkte f T 7
Beispiel: f(z) = 7xjgf§ii“&6 ~ / AN
Der Skizze kann entnommen werden: f fillt fiir x €] — oo; —2], 0 1 .
steigt dann in | —2; —1[und | — 1; 0[, fallt in ]0; 1[ und |1; 2] und TN
steigt dann wieder in ]2; oo|. SERERE
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10. Klasse TOP 10 Grundwissen

10

Uberblick: Funktionen und Gleichungen

10

Manchmal sind zusitzliche Umformungen (z. B. Klammern ausmultiplizieren, Terme zusammenfassen, aus-
klammern, Variablen mit Hilfe weiterer Gleichungen durch andere ersetzen) oder Substitutionen (bei mehrfa-
chem Vorkommen eines Rechenausdrucks) erforderlich. Weitere Gleichungen — grund910.pdf. Beim Zeich-
nen von Funktionsgraphen hilft eine Wertetabelle. Ferner beriicksichtige man, dass bei Funktionen der Bauart
h(zx) 4 e eine Verschiebung um e nach oben, bei h(x + d) eine Verschiebung um d nach links, bei a - h(x) eine
Streckung in y-Richtung und bei h(b - x) eine Stauchung in z-Richtung vorliegt.

Funktionsterm Funktionsgraph| zugehorige Gl. f(x) = ¢ | Losung der Gleichung
f(x), Beispiel Losungsverfahren Beispiel
flz)=2x—-1 ?l/ 20 —1=0 2 =1

Lineare Lineare Gleichung T = %

Funktion x-Glieder auf eine Seite

f(z) = 2 +2r—-8=0 —24./4-41.(-8)
22421 -8 = Quadratische Gleichung | *¥/2 =~ — 21
(z+1)2-9 Alles auf eine Seite, =4 rp=2
Quadratische Mitternachtsformel

Funktion : v—9 Tip = bkt —dac V;f_‘mc

Spezialfall: Zur y-Achse -3224+6=0 —322 = —6

flx) = —322+6 symmetr. | Reinquadratische Gleichung | 22 =

Reinquadr. Funktion Parabel : Nach z2 auflésen, 0-2 Lsgen | my/0 = +/2

Spezialfall: Parabel durch 122 -32=0 1a(z—6)=0

f(z) =32 — 3z den Ur- Qu. Gl. ohne Konstante 21=0;20=6

Qu. Fkt. ohne Konst.

x ausklammern (nur bei = 0)

2x — 1 2x — 1 D =R\{3}
flo)=—— T3 20—1=1-(z—3)
ngrochen- . Bruchgleichung r=-2
rationale Funktion Mit HN multiplizieren
fz) =2 at =2 ¢ =42~ 41,19
Potenzfunktion Reine Potenzgleichung

Umkehroperation
,hoch 4 <5 hoch i“

flz) = w2t =122+ 162 =0 z(z? — 122+ 16) = 0
+(2*—122%+16x) QQA Gl. hoheren Grades x1=0, xoy=2,erraten
Polynomfunktion | — 4~ | Alles auf eine Seite (= | (2*—122+416) : (2—2)
(ganzrationale ' 0),  ausklammern, falls | = 2® + 2z — 8
Funktion) § keine Konstante, x3 = 2 (doppelt),
b Losung ,raten”, Poly- | x4y = —4
: nomdivision
flx)=2" Y 2* =0,1 log 2* =1og 0,1
Exponential- Exponentialgleichung x -log2 =log0,1
funktion Beide Seiten logarith- | x = kffgoél ~ —3,32
mieren
f(z) =2sinx 2sinz = —1 sinz = —0,5
Trigonometrische Trigonometr. Gleichung | x = —% oder
Funktion Taschenrechner r=-T+§ = —%’r

(SHIFT-sin~!; fiir weitere
Lsgen Graphen betrachten!)

Weitere Losungen 27-
periodisch
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10. Klasse Ubungsaufgaben 10

Pi, Kugel, Kreisteile, Bogenmal 01

1. Zeichnen Sie auf Karopapier einen Viertelkreis mit 5 cm Radius und zihlen Sie die
Zahl der cm?-Quadrate, deren Mittelpunkt innerhalb des Viertelkreises liegen. Un-
gefiihr wie viele cm? groB ist demnach ein ganzer Kreis? Welcher Niherungswert fiir
7 ergibe sich daraus?

2. (a) Berechnen Sie die Fldache des nebenstehenden Segments fiir m
r =20 und = 108°. N

Hinweis: Mit Hilfe trigonometrischer Funktionen lassen sich Grundli-
nie und Hohe des Dreiecks bestimmen.

(b) Die Scheibenwischer eines Autos T _——f]
iiberstreichen  nédherungsweise die e 15
nebenstehende Fliche.
Berechnen Sie, wie viel % der 125 cm
x 85 cm groBen Frontscheibe von den

35 cm bzw. 60 cm langen Wischer- ‘

blittern insgesamt tiiberstrichen wer-
den.

/

E__ 35 45 MysU oo Mo

3. Berechnen Sie, wie lang der Weg s auf einem Breitenkreis (einem sog. Kleinkreis) von
Dillingen (¢ = 49° N, 10° O) nach Vancouver (49° N, 123° W) ist.
Berechnen Sie, wie viel Grad siidlich des Aquators ein Ort genau siidlich von Dillingen
liegen wiirde, der von Dillingen auf dem Meridian (einem sog. GroBkreis, d. h. der
Kreismittelpunkt ist der Kugelmittelpunkt) ebenfalls die Entfernung s hat.
Hinweise: Erdradius R = 6370 km, Breitenkreis-Radius » = R cos ¢.

4. Berechnen Sie in Abhingigkeit von a Volumen und Ober-
fliche des Rotationskorpers, der durch Rotation der neben-  3a
stehenden Figur um die Achse A entsteht.

Wie grof3 miisste a sein, damit das Volumen 1 Liter betragt? 3a 4a
5. Gegeben ist ein Kelch mit zylindrischem HohlfuB und 40
Wandstéirke d = 2 (alle MaBe in mm/Querschnittzeichnung  — 38
nicht mafBgetreu). \ \‘ ,/'
(a) Berechnen Sie das Glas-Volumen V. \/ !
(b) Berechnen Sie die Mantelflaiche M eines Zylinders
(ry = 9, h = 80) und die Oberfliche A einer Halbku- 30
gel (ro = 39). Welcher ndherungsweise Zusammen-
hang besteht zwischen M + A, d und V? 8
(¢) Wie dndern sich V bzw. M + A, wenn alle Mal3e 10

doppelt/m-fach so grof3 sind?

6. Berechnen Sie sin 30°, sin 0,08, cos 1° und cos 1
(a) direkt mit dem Taschenrechner,
(b) durch Umrechnung GradmaB} <+ Bogenmal} und anschlieBende Kontrolle mit
dem Taschenrechner.
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10. Klasse Ubungsaufgaben

10

Trigonometrische Funktionen

02

1.

2.

. (Im neuen Lehrplan nicht verbindlich.)

Berechnen Sie die (z|y)-Koordinaten der ne- A g
benstehenden Punkte (Taschenrechner, 1 Dezi- e —lGOO
male). R L
2 J =0 \\1{\—33" 5w
B | 3
(a) Notieren Sie eine Wertetabelle, zeichnen Sie den Graphen und beobachten Sie,
wie sich jeweils der Graph im Vergleich zur Funktionsgleichung y = cosx
dndert:

e y = cosx + 1. Formulieren Sie: ,,41 bewirkt . ..
e y = cos(x + §). Formulieren Sie: ,,+7 beim z-Wert* bewirkt . ..
e y = 2. cosx. Formulieren Sie: ,,-2* bewirkt ...

y = cos(2x). Formulieren Sie: ,,-2 beim x-Wert* bewirkt . ..

(b) Wie lautet eine Funktionsgleichung zum Y
nebenstehenden Graphen?

0l 5%

Weitere Hinweise und Beispiele siehe grund108.pdf und ueb108.pdf.

. Geben Sie zu y = 4sin(5z) — 3 die Periode und die erste positive Nullstelle an.

Bestimmen Sie alle Losungen der folgenden Gleichungen im Bereich ¢ € [—180°;720°]
(Teilaufgabe (a)) bzw. x € [—27; 67| (Teilaufgaben (b)—(c)):

(a) cosp = %\/ﬁ (b)sin(5) =1 (¢c)sinx = —2

Weitere Beispiele sieche grund100.pdf und ueb100.pdf.

. Ein Motor M dreht eine 2 cm x 2 cm grof3e quadratische Platte mit konstanter Dreh-

geschwindigkeit w = 90° i (d. h. 90° pro Sekunde) bzw. im Bogenmall w = 7 %,
so dass der Winkel ¢ gegeniiber der Ausgangslage zum Zeitpunkt ¢ gemiBl ¢ = w - ¢

beschrieben wird. Eine Serie mit 4 Fotos pro Sekunde wiirde dann so aussehen:
t=0 t=05s t=1s t=15s t=2s |USW.

Die jeweils zum Zeitpunkt t auf dem Foto dargestellte Fldche soll durch eine Funktion
A(t) beschrieben werden. Notieren Sie einen Term fiir A(¢) und skizzieren Sie den
Funktionsgraphen.

Berechnen Sie im nebenstehenden allgemeinen
Dreieck mita = 5, b = 4,¢c = 3, d = 4 den
Winkel 4.
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10. Klasse Ubungsaufgaben

10

Exponential- und Logarithmusfunktion

03

Hinweis: Dieses Blatt sollte nach Méglichkeit so ausgedruckt oder mittels Kopierer so ver-

groflert werden, dass diese Lidnge als 1 cm erscheint: ———
Dazu muss eventuell beim Ausdrucken mit dem adobe acrobat reader , keine Seitenanpassung™ eingestellt wer-
den, damit der Ausdruck in einer Gro3e von 100 % erscheint.

1. Zeichnen Sie mit Hilfe einer Wertetabelle die Graphen zu f(z) = 2,5%, g(z) = 2,57

und h(z) = 0,4".
Vergleichen und begriinden Sie! Losen Sie graphisch die Gleichung 2,5 = 5.

2. Modellieren Sie jeweils durch einen entsprechenden Funktionsterm f(x):

(a)

(b)

(c)

Die Tabelle zeigt die Entwicklung des dkologischen Landbaus in Deutschland:
Jahr \ 1984 1990 1996 2002
Flache in 1000 ha \ 22 84 313 632

Falls die Entwicklung von 1990 bis 1996 durch eine Exponentialfunktion der
Bauart f(z) = 84a” beschrieben wird, wie lautet dann die Basis a und wie ist
dieser Wert zu interpretieren?

Uberpriifen Sie, ob die Daten von 1984 und 2002 zu dieser Modellierung passen.
Wann (in der Vergangenheit) startete nach diesem Modell die Fldche bei O ha?

Von einem radioaktiven Element sind anfangs 20000 Atomkerne vorhanden,
nach 183 Sekunden ist nur noch % davon vorhanden.

Wann ist nur die Hilfte vorhanden (Halbwertszeit)?

Ein Hersteller von Bleistiften hat anfangs 20 000 Stifte in seinem Lager, nach 183
Tagen ist (bei gleichméBiger Nachfrage seitens der Kunden) nur noch 1—10 davon
vorratig, wenn wihrenddessen keine Stifte produziert werden. Ergibt sich eine

lineare oder exponentielle Abnahme fiir f(z) = Vorrat nach « Tagen?

3. Vereinfachen bzw. berechnen Sie durch Anwendung der Rechenregeln:

(a) log4(81) (b) log, (Va) (¢) logs(9a®b)
(d) log;((100 — =) (e) logs(0,50) (Taschenrechner)

4. Losen Sie die folgenden Exponentialgleichungen:
(a) 1,05 =10 (b)7-6%*—-3=2 (c) 2o+t +5.2771 =36
(d)3* —5-4""1 =0 (e) 9* — 12 - 3“ + 27 = 0 (Tipp: Substitution)

5. Zur Darstellung von Daten, die einen sehr grolen Bereich umfassen, eignet sich oft
eine logarithmische Skala, d. h. man nimmt von den gegebenen Daten den log-Wert
und trigt diesen z. B. in cm auf einem Strahl ein.

Beispiel: Lotterie-Gewinne im Spiel 77 am 11.07.2007 in Euro:
K7 K6, K5 K4 K3 K2 Kl

I

] o—! oI o—|

(a)
(b)
(c)

1 250 7 10 100 1000 104 10° 106

Woran erkennt man, dass hier zum Zeichnen log; (Basis 3) verwendet wurde?
Wie gro ungefahr war der Gewinn bei Gewinnklasse K17

Welche Bedeutung hat die Tatsache, dass Gewinnklasse K2 bis K6 in der log-
Skala gleichen Abstand haben?
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10. Klasse Ubungsaufgaben

10

Bedingte Wahrscheinlichkeit

04

1. Erstellen Sie eine 6-Felder-Tafel mit absoluten Haufigkeiten:

28 Schiilerinnen und 26 Schiiler wihlen eine Sportart. 14 Buben und Méadchen moch-
ten Schwimmen, zwei Flinftel der iibrigen FuB3ball spielen und der Rest laufen. Beim
FufBball sind nur 2 Médchen, dagegen beim Schwimmen nur 2 Buben.

Wie grof} ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass ein Madchen FuB3ball spielen mochte?
Zeigen Sie, dass das Geschlecht einen Einfluss auf die FuB3ball-Leidenschaft hat.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass jemand aus der Fufball-Gruppe aus der
Gruppe der Midchen stammt?

. Die Tabelle beschreibe, wie viele von anfangs 100 t ‘ 0 100 200 300
Leuchtstoffrohren durchschnittlich nach ¢ Tagen  Zahl ‘ 100 61 35 18
Brenndauer noch voll funktionsfihig sind.
(a) Wie groB3 ist demnach die Wahrscheinlichkeit, dass eine neue Leuchtstoffrohre
weniger als 200 Tage iiberlebt?
(b) Berechnen Sie fiir b = 0,100,200 die Wahrscheinlichkeit, dass eine Leucht-
stoffrohre, die schon b Tage iiberlebt hat, die nichsten 100 Tage auch noch iiber-
lebt. Interpretieren Sie einen Vergleich dieser Daten.

. Gegeben sind Ereignisse A, B mit P(A) = 0,72, P(ANB) = 0,18, P(AUB) = 0,832.
Wie grof} sind dann die bedingten Wahrscheinlichkeiten Pg(A) und P5(B)?

. (Aus dem Leistungskurs-Abitur Bayern 2008/1V)

In einem Molkereibetrieb wird Fuchtjoghurt hergestellt und in Becher abgefiillt. In
dem Betrieb werden tédglich gleich viele Becher der Sorten Erdbeere, Kirsche, Heidel-
beere und Ananas abgefiillt. Bei einer Tagesproduktion, bei der 4 % der Becher einen
defekten Deckel aufweisen, féllt auf, dass unter den Erdbeerjoghurtbechern sogar jeder
zehnte Deckel fehlerhaft ist.

(a) Bestimmen Sie den Anteil der Becher mit defektem Deckel unter allen Bechern,
die keinen Erdbeerjoghurt enthalten.

Kléren Sie, ob es durch Absenken des Ausschussanteils allein beim Erdbeerjo-
ghurt gelingen kann, den angestrebten Qualitédtsstandard von insgesamt hochs-
tens 1 % Ausschussanteil einzuhalten.

(b) Alle Becher mit defektem Deckel dieser Tagesproduktion werden aussortiert. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit enthélt ein Becher, der zufillig aus den verbleiben-
den Becher ausgewéhlt wird, Erdbeerjoghurt?

5. Die Wahrscheinlichkeit, mit zwei Wiirfeln einen Pasch (11, 22, ..., 66) zu erhalten,

betridgt bekanntlich é.

(a) Es wird 4-mal hintereinander jeweils mit 2 Wiirfeln gewiirfelt.
Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass insgesamt genau 3-mal Pasch fillt,
wenn bekannt ist, dass mindestens einmal Pasch dabei war?
Angenommen, Pasch fillt insgesamt genau 3-mal, mit welcher Wahrscheinlich-
keit waren dann diese drei Pasch-Wiirfe hintereinander?

(b) Berechnen Sie, wie oft man wiirfeln miisste, damit die Wahrscheinlichkeit fiir
,mindestens einmal Pasch* mindestens 99 % betrigt.
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10. Klasse Ubungsaufgaben 10

Polynomdivision 05

1. Vergleichen Sie die Schritte der gewohnlichen schriftlichen Division am Beispiel
2998 : 14 mit der Polynomdivision!

2. Dividieren Sie und machen Sie die Probe, indem Sie umgekehrt wieder multiplizieren:

(2% +42® + 22 — 3) : (z + 3)

3. Fiihren Sie die Polynomdivision durch:

@ (3 +8): (v +2)
(b) (23— 2> —bx+5): (z—1)

4. Fiihren Sie die Polynomdivision mit Rest durch:

(@ (z'—T*+z—1): (x—2)
(b) (23 —Ta?+ 2 +5): (2 + 22— 1)

5. Fiir welches a geht die Polynomdivision auf:
(z° —42® +ax — 8) : (v +2)

x?+4

6. Fiihren Sie die Polynomdivision fiir f(x) = Y durch; Sie erhalten als Ergebnis
x J—

f(z) = g(x) + r(x) mit einem linearen Term g(x) und einem Restterm 7 (z).

Zeichnen Sie die Graphen von g(x) und r(x) sowie von f(x) = g(x) + r(x) (Werte-
tabelle!).

Welche Bedeutung hat also g(x) fiir den Graphen von f(x)?
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10. Klasse Ubungsaufgaben

10

Polynomgleichungen, Polynom-Nullstellen

06

Weiteres Beispiel sieche ueb94.pdf, Aufgabe 6.

1. Losen Sie folgende Gleichung hoheren Grades: 22 + 10z = 42% + 12

2. Bestimmen Sie die Nullstellen und geben Sie die Faktorzerlegung an:

(@ f(r)=x3—2®>—-5x+5
(b) f(x) =2° + 5zt — 1323 + 7a?

3. Zeigen Sie, dass x = 2,5 ein Schnittpunkt der durch f(z) und g(x) gegebenen Funk-
tionen ist, und bestimmen Sie die weiteren Schnittpunkte: f(z) = 4a® — 622 + 3,

g(x) =13z — 4,5
4. Losen Sie folgende Gleichung:

2x

x_3:x2—7x+6

5. Faktorisieren Sie den Nenner und bestimmen Sie den Definitionsbereich:

1
J(w) = 43 + Ta? — 2x
6. Bestimmen einen Funktionsterm zu ”
der durch nebenstehenden Graphen
gegebenen Funktion.
10
o T~
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10. Klasse Ubungsaufgaben 10

VYorzeichenbereiche 07

1. Ermitteln Sie die Vorzeichenbereiche fiir den folgenden Funktionsterm:

f(z) =2 — 32% + 2

2. Ermitteln Sie die Vorzeichenbereiche fiir die durch
fl@)=—(z—-2)* 2"
gegebene Funktion und fertigen Sie eine prinzipielle Skizze des Funktionsgraphen.

3. Losen Sie die folgenden Ungleichungen:

(@) =322 —42+5>0
(b) 22+ 10 < 3z

4. Ermitteln Sie den Definitionsbereich fiir f(z) = /522 — 40z — 100.

5. Faktorisieren Sie Zihler und Nenner, kiirzen Sie anschlieBend und ermitteln Sie die
Vorzeichenbereiche:

1022 — 70
fla) = ——
VTx2 + 51 — 27

(Fiir die beim Losen der quadratischen Gleichung des Nenners auftretenden Wurzeln
siche ueb91.pdf, Aufgabe 4 (b)).

6. Ermitteln Sie, in welchen Bereichen der Funktionsgraph ober- bzw. unterhalb der
z-Achse verlauft:
xt + 223 + 322
f(ZL‘) = 2 2
(22 +2+1)




A mm )| ][] -
[ m— = T
CJCJ C U J CJCJ

C

www.strobl-f.de/ueb108.pdf

10. Klasse Ubungsaufgaben 10

Parameter 08
Weitere Ubungsaufgaben siehe ueb102.pdf, Aufgabe 2. 7 "
1. Der nebenstehende Graph der Funktion h geht aus fi’, :fz|4)
der Normalparabel f(x) = 2 durch eine Streckung ' :
bzw. Stauchung in y-Richtung hervor, man kann aber

h auch durch eine Streckung in z-Richtung gewinnen. 7
Geben Sie den Term von h an und beschreiben Sie A
beide Streckungen. &

4 s

iy e

o 1 =

2. Die Funktion mit h(z) = 2® — 62% + 122 — 1 geht aus f(z) = 2 durch Verschiebung
in z-Richtung und anschlieende Verschiebung in y-Richtung hervor. Um wie viele
Einheiten muss jeweils verschoben werden?

Anleitung: Den Ansatz h(z) = (z + ¢)® + d ausmultiplizieren und mit dem oben
gegebenen Term vergleichen.

3. Erstellen Sie schrittweise ausgehend vom Graphen der Wy =sin(x)
sin-Funktion die Graphen zu den Funktionsgleichungen
y =sin(2z),y =sin(2(x+ %)),y = —1,5sin(2(z + 7))

undy = —1,5sin(2(z + ) + 2. SR
4. ng:geben ist die Funktion f mit dem folgenden Graphen:
N AN
o 1 T
Skizzieren Sie den Graphen zu h(z) = —2f (32 + 1).
5. Durch g,(x) = (7 — a)x + %a ist eine Geradenschar mit dem reellen Parameter a

gegeben.

(a) Berechnen Sie in Abhingigkeit vom Parameter a die Lage der Nullstelle. Fiir
welchen Wert von a gibt es keine Nullstelle?

(b) Wie muss der Parameter a gewihlt werden, damit der Punkt (2011|2014) auf dem
Graphen liegt?

(c) Zeigen Sie, dass sich alle Graphen der Schar in einem gemeinsamen Punkt
schneiden.

Anleitung: Bestimmen Sie den Schnittpunkt von zwei speziellen Graphen der
Schar, z. B. gg und g, und zeigen Sie, dass dieser auf allen Geraden liegt.

6. Gegeben ist die Parabelschar fj(z) = 2? — Tz + k mit dem reellen Parameter k, der
eine Verschiebung der Parabel nach oben bewirkt.

(a) Fiir welche k hat die Parabel keine, eine, zwei Nullstellen?

(b) Nun sei k£ = 12,25, und es werden Geraden mit Steigung —2 und y-Achsenab-
schnitt ¢ als Parameter betrachtet. Wie miisste man den Wert ¢ wihlen, damit
die Gerade y = —2x + t die Parabel mit £k = 12,25 beriihrt, also genau einen
gemeinsamen Punkt mit ihr hat?
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10. Klasse Ubungsaufgaben

10

Eigenschaften von Funktionsgraphen

09

1. Berechnen Sie lim f(z)und lim f(z):

(@ f(z)== xj_élm”‘ o (b) f(z)=—a%+ 3z
© fla) = =524 @ fz) = 75
(e) f(x) =—3-0,1" (Tipp fiir + — —oc: Siehe Teilaufgabe (h))

(0 f(x) =10"+0.3 (@) f(2) = L =5

(h) In den meisten der vorhin beschriebenen Aufgaben kann auch mit Hilfe des Ta-
schenrechners durch Einsetzen einer sehr grolen Zahl (z. B. 1 000 000) eine Vor-
stellung vom Grenzwert fiir z — oo gewonnen werden. Betrachten Sie nun je-

doch folgendes Beispiel bei dem Vorsicht geboten ist:
flx)=2*—-10710. 23

2. Untersuchen Sie auf Achsensymmetrie (A) zur y-Achse bzw. Punktsymmetrie (P) zum

Nullpunkt (Ursprung) des Koordinatensystems:
(@ f(z) =o' —2°+ 22
) f(x )—:v — 9z © f(x) = 75 (d) f(x) =

r—l

z2—3x)

(e) Untersuchen Sie Teilaufgabe (b) bis (d) zusitzlich auf Schnittpunkte mit den Ko-

ordinatenachsen.

Fiir die sin- und cos-Funktion gelten: sin(—z) = — sin(z) und cos(—z) = cos(x).

Welche Symmetrieeigenschaft haben demnach
(f) die sin- und cos-Funktion,
(g) die durch f(z) = (sinz - cosr)® gegebene Funktion?

3. Berechnen Sie fiir f(z) = 225 D; = IR\{3}, Nullstelle und EIE f(z).

Begriinden Sie durch Einsetzen von z-Werten wie 2,99 oder 3,01, welches Verhalten

der Funktionsgraph in der Nihe der Definitionsliicke zeigt.

Fertigen Sie eine Skizze des Funktionsgraphen.

Entnehmen Sie der Skizze, zu welchem Punkt Z(a|b) der Graph punktsymmetrisch ist.

Verschieben Sie die Funktion um «a nach links und um b nach unten und beweisen Sie

fiir die verschobene Funktion die Punktsymmetrie zum Ursprung.

4. Gegeben sind die durch f(z) = £(2® — 62%) und h(z) = - definierten Funktionen.

(a) Berechnen Sie fiir f die Nullstellen.

(b) Welche Bedeutung fiir den Graphen von f hat die Tatsache, dass sich die Glei-
chung £ (2* —62%) = —4 umformen lisst in 2* —62° +32 = (2 +2)(z—4)* = 0?

(¢) Skizzieren Sie die Graphen von f und h in ein gemeinsames Koordinatensystem.

Beschreiben Sie Steigen und Fallen der Graphen.

Beantworten Sie nun die Frage, wie viele Losungen die Gleichung %(x

x% hat.

3—61'2) —
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10. Klasse Ubungsaufgaben

10

Uberblick: Funktionen und Gleichungen

10

Funktionsterm Funktionsgraph| zugehorige Gl. f(x) = ¢ | Losung der Gleichung
f(x), Beispiel Losungsverfahren Beispiel
flz)=-3x+2 —3r+2=0
f(z) = 2 —5x+5=0
r? —br+5=
Spezialfall: —22?2-3=0
fla) = ~1a? - 3
Spezialfall: 2?2 —4r =0
flx) =22 — 42
—3r + 2 -3z + 2
fx) = = -
20 +4 20 +4
flz) =2’ =15
f(x) =2 — 42? 23 —4a? = =5
flx) = 1077 =2
107 = (%)
f(x) =2cosx 2cosx =1
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10. Klasse Ubungsaufgaben

10

Kompakt-Uberblick zum Grundwissen K

1.

10.

Pi, Kugel, Kreisteile, Bogenmal (siehe auch grund101.pdf):

(a) Gegeben ist ein Kreissektor mit Radius 10 cm und Winkel 45°. Wandeln Sie den
Winkel ins Bogenmal} um und berechnen Sie damit Fliache und Bogenlénge des
Sektors.

(b) Eine groBle Kugel hat das gleiche Volumen wie 27 kleine Kugeln. Wie verhalten
sich dann die gesamten Oberflichen zueinander?

Trigonometrische Funktionen (siehe auch grund102.pdf): f(z) = 2 cos(z) + v/3

Zeichnen Sie den Graphen und bestimmen Sie die erste positive Nullstelle.

. Exponential- und Logarithmusfunktion (siehe auch grund103.pdf):

~-Strahlung eines bestimmten radioaktiven Prédparats werde durch eine 1 cm dicke
Bleiplatte um 40 % reduziert. Stellen Sie den Term auf, der die Absorption einer
anfidnglich gemessenen Zihlrate von 14 % nach Durchlaufen von x cm Blei beschreibt.
Berechnen Sie die Dicke fiir eine Reduktion der Strahlung auf die Hilfte.

Bedingte Wahrscheinlichkeit (siehe auch grund104.pdf):

Ein Versandhaus bietet Biicher und deren Verfilmung auf DVD an. Die Wahrschein-
lichkeit, dass ein Kunde ein entsprechendes Buch kauft, betrage 6 %, fiir die DVD
seien es 15 %. 80 % der Kunden kaufen weder Buch noch DVD. Wie grof ist dem-
nach die Wahrscheinlichkeit, dass ein Buch-Kiufer auch die DVD kauft?

. Polynomdivision (siehe auch grund105.pdf): (2% + 52% + 3z — 9) : (z — 1)

Polynom-Gleichungen, Polynom-Nullstellen (siehe auch grund106.pdf):
Berechnen Sie die Nullstellen und die Faktorzerlegung: f(z) = 2% + 523 + 32° — 9x

. Vorzeichenbereiche (siehe auch grund107.pdf): f(z) = 2* + 523 + 32% — 9z

Ermitteln Sie die Vorzeichenbereiche; fertigen Sie eine prinzipielle Skizze.

. Parameter (siehe auch grund108.pdf):

Gegeben ist die Funktionenschar mit f,(z) = (3(z — a))*, a € IR. Welche Wirkung

hat der Parameter a auf den Graphen? Welche Wirkung hat der Faktor %?

. Eigenschaften von Funktionsgraphen (siehe auch grund109.pdf):

Finden Sie den Term einer zum Ursprung punktsymmetrischen Funktion dritten Gra-
des, die auch die Nullstelle x+ = 2 besitzt und ,,von links oben nach rechts unten*
verlauft.

Uberblick: Funktionen und Gleichungen (siehe auch grund100.pdf):

Ordnen Sie den abgebildeten Funktionsgraphen die gegebenen Funktionsterme zu und
geben Sie die Nullstellen an:

A | =0 "N ﬁgig e
; ) -
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10. Klasse Losungen 10

Pi, Kugel, Kreisteile, Bogenmaf 01

2.

Man zéhlt 20 Punkte innerhalb des Kreises (beim Punkt (3,5/3,5)

kann man sich mit Pythagoras davon iiberzeugen, dass er innerhalb

des Kreises liegt), so dass sich A ~ 80 cm? als Sch'eitzung fiir den

o | e
. /./,

A

(a)

(b)

Die Formel » = R cos ¢ ergibt sich aus der Betrachtung des neben-
stehenden Querschnitts durch die Erdkugel.

12330 2rm &~ 9700 km.

Fiir den kael o des Bogens von D zum gesuchten Ort .S setzt man
an: s = o
Ort 87° - 49° — 38° siidlich des Aquators.

S =

ganzen Kreis ergibt. GemiB A = r?rist m = A 52 = 3,2.

Halbiert man das Dreieck ABM durch die Hohe h, so sieht man:

cos 54° =" und sin 54° = AB/2 ,also h=rcos 54°~11,8, AB =2r sin 54° ~ 32, 4.
ASegment - ASektor - ADreleck 3600 : 7T - *AB h ~ 187.

Zeichnet man die Strecke [M5S] und den Winkel ¢ =< S M, M, ein, so lisst sich
die tiberstrichene Fliche A zerlegen in den Viertelkreis mit Mittelpunkt M, das
Dreieck AM;M5S und den Sektor MyT'S mit dem Winkel 90° — ¢, minus den
kleinen Viertelkreis mit Mittelpunkt M.

Im Dreieck M, M,S ist cosp = L2 = 288, = 0,4375, also ¢ ~ 64,06°.

Gemal Pythagoras ist M,.S = \/M252 - M1M22 ~ 71,94 (alle MaBle in cm).

A= AViertel2kreis 1+ AA + ASektor - AVlertelkrei2s2 = 5
= iRM; 7+ MM, - My S + W NLT m — AMLU  ~ 7420

360°

~ 0,698 = 69,8 %.

Anteil an der ganzen Scheibe:

125 85

-2Rm, also o = ~ 87°, also liegt der gesuchte

360O

. Der Korper ist zusammengesetzt aus einer Halbkugel plus einem Zylinder minus ei-

nem herausgeschnittenen Kegel (mit Mantellinie mge, = 1/(3a)? + (4a)? = 5a).

V=1

2°3

TR g T2 Thzy — 3T g Thieg = 5 (30)* w4 (3a)*m-4a—  (3a)*m-4a=42ma’.

O = %4#7"}2(% + 2rg Tyl + TrKegMKeg = 27r(3a)2 +27-3a-4a+ 3a-5ar = 57ma’.

Fiir V' =1 dm? muss gelten: 42ma® = 1 dm3, also a =

(a)
(b)

()

(a)

(b)

i 1dm ~ 0,196 dm = 1,96 cm.

V=1 (VarkugVirkug) +Ver.zy—Vii.zy = 53 (403 —38%)m+(10%—8?)7w-80 ~ 28165
M =2rmh=2-9-80 -7 =1440m; A = l 4rrd = 2 - 39?1 = 30427.
M + A~ 14081, also (M + A)d = V. (Alle MaBe in mm bzw. mm?).

Bei m-facher GroBe werden Volumina m?-fach und Flidchen m?-fach, bei dop-
pelter GroBe also V' 8-fach und M + A 4-fach.

sin 30° = 0,5, cos 1° ~ 0,99985 (TR auf DEG)
sin 0 08 ~ 0,0799, cos 1 =~ 0,54 (TR auf RAD)

30° = 8 L 2T = f7r 1° = 1 27r ~ 0,0175
0,08 = %2 - 360° ~ 4, 584° T 13600 & 57,3°
Man bestatlgt nach entsprechendem Umschalten des TRs die obigen Werte.
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10. Klasse Losungen 10

02

Trigonometrische Funktionen

1. A(4 cos 160°|4 sin 160°) ~ (—3,8|1,4) B(4cos =|4sin =) ~ (=3,5] — 2)
C(3 cos(—33°)|3sin(—33°) ~ (2,5 — 1,6)
2. (a) y=cosx ey =cosz+1 ey=cos(x+75)ey=2-cosx ey =cos(2-x)
2[00 2 7 2[00 27 2|0 Z 7 z|0Z 7 z|0 T7

y|1 0 -1 y[2 10 y[0-10 y[20-2 y[l-11
Y Y

e "~ r / N a y

0 7 2 0 27 o‘v ZE N o 0‘ e
Ausgangs- » 1% bewirkt: 47 bei 2% o 2¢ bewirkt:  ,,-2 bei x*:
funktion Verschiebung  Verschiebung Streckungin  Stauchung in

I nachoben 7 nachlinks  y-Richtung x-Ri. auf halbe
(b) y = cos(4z) + 1 Periodenlinge
3. Periode & - 27 = 2%; Nullstelle: 4 sin(52) — 3 = 0; sin(5z) = 2; 5z ~ 0,85; © ~ 0,17
4. (a) Taschenrechner (hier Gradmall DEG, SHIFT-cos) liefert: o = 45°.
Skizze des Graphen liefert 315° als weitere / 4% =
Losung. Weitere Losungen 360°-periodisch, also -~ | '~ 7~ |
Losungsmenge {—45°, 45°, 315°, 405°, 675° } DA N

(b) Mit der Substitution v = 5 istsinu = 1, alsou = 7, u = 57”, somit wegen
xr = 2u Losungsmenge {7; 57 }.

(c) Da sin und cos nur Werte im Bereich [—1; 1] annehmen, gibt es keine Losung,
d. h. Losungsmenge leere Menge {}.

5. Ansicht von oben: Male der sichtbaren Flidche in cm: 2 cos ¢ breit, 2 hoch, also
: A(t) = 2-2cosp = 4cos(wt) = 4cos(5t) bzw. Fliche
besser mit Betrag: A(t) = |4 cos(5t)| (¢ in Sekunden).

. .

cos
toot o

Blickrichtung

Eine kleine Wertetabelle bzw. die Fotoserie zeigt, dass bei
= 1 die erste Nullstelle vorhanden ist:

6. Voriiberlegung: Zur Berechnung von  muss man das untere Teildreieck betrachten und be-
notigt hier eine weitere Grofe; hierfiir bietet sich der Winkel v an, da dieser auch im ganzen
Dreieck vorkommt und dort schon drei Seitenldngen bekannt sind. Von Sinussatz und Kosinus-
satz kommt hierfiir nur der Kosinussatz in Frage, da er derjenige ist, in dem drei Seitenlingen
vorkommen.

2 _ 2 2 _ a?+b?—c? _ 25416-9 _ ~ o
¢ =a”+b" —2abcosy = cosy = 5 = = 2520~ = 0,8 = v~ 36,9
Im unteren Teildreieck verwenden wir den Sinussatz (auch der Kosinussatz wire moglich;

dabei wire dann eine quadratische Gleichung zu 16sen).

. 5 - .
smo _ a ST 75 = 6, ~ 48,6° oder J, ~ 131,4°

= - =sind =
siny d

Im ersteren Fall wire (Winkelsumme im unteren Teildreieck) ¢ ~ 94,5° der grofite Winkel in
diesem Dreieck; da dort a die groBte Seite ist, muss jedoch der a gegeniiberliegende Winkel &
der grofte sein, also ist § ~ 131,4°.
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10. Klasse Losungen

10

Exponential- und Logarithmusfunktion

03

x ‘ -1 0 1 h Y4 #l g g ist gegeniiber f um eine Einheit nach
flz)y| 04 125 | 5 rechts verschoben, bzw. wegen g(z) =
g(xz) 10,16 04 1 | 2,5%.2.571 = 0,4-2,5% mit dem Faktor

h(z) | 25 1 04 0,4 in y-Richtung gestaucht.

h ist gegeniiber f an der y-Achse ge-

Graphische Losung . -~ B
von 2,57 = 5 ergibt //1’ ' splegelt, denn h(z) = (5)7 = (3)™" =
(a) f(1996) = 313 = 84a’, alsoa = /32 = (38f)6 ~ 1,25, d. h. +25 % pro Jahr.

f(1984) = 84a~% & 22 passt; f(2002) = 84a'? ~ 1200 passt nicht.
Da sich a” fiir ¥ — —oo nur asymptotisch der O nihert, aber stets > 0 ist, lag die
Fliache 0 ha zu keinem Zeitpunkt vor.

(b) Mit z = Zeit in Sekunden ist f(z) = 20000 - (55 )183 [oder Ansatz f(z) =
20000 - a” liefert f(183) = %o - 20 000 also a'® = 10, a= %/0,1 ~ 0,9875].

Die Halbwertszeit = folgt aus f(z) = 5 - 20 000, also ( )183 = 0,5. Beidseitiges
Logarithmieren liefert log 0,175 = log() 5, also 1= - log0,1 = log0,5, also
log 0,5

T = 15001 183 ~ 55. Die Halbwertszeit betrégt also ca. 55 s.

(¢) Lineare Abnahme pro Tag um £32% = 98 Stiick, also f(x) = 20000 — £z,

(@) ...=log;(3%) = 4logs(3) = 4 (M) ... =log,(a3) = Llog,(a) =

(©) ...=1log4(3%) + logs(a®) + logs(b) = 2 + 3logs(a) + logs(b)

(d) ... =logy((10 + é)(lO - %)) = log;,(10 + é) + logy(10 — %)

) ...= % ~ —0,63 (Weitere Vereinfachung bei (d) nicht moglich!)
T __ . T __ . _ . _ logl0

(a) 1,05 = 10; log 1,05% = log 10; xlog 1,05 = log 10; x = 1ogg1,05 ~ 47,2

(b) 7-6°* —3=2;6"""" = 2;log 6> * = log 2; (5z — 4) log 6 = log 2;

= (%7 4 4): 5~ 0,762
(c) 2°tt +5.2271 =36;,2-2° +5-271.2% = 36; (2+ 2)2% =36;2* =8,z =3
(d) 3 =5. 41 log 3°™ = log(5 - 4°71); (z + )log3 = logh + (z — 1) log 4;
(log3 —log4)z = logh —log4 — log 3; x = % ~ 3,04
(e) Umformung 97 = (3%)® = 3% = (3%)? und Substitution u = 3% liefern:
u? — 120+ 27 = 0; uy o = ZEAALET als0 g = 3, up = 9.

Riicksubstitution: 3* = 3 oder 3‘” = 9 somit x = 1 oder x = 2.

(a) Fiir den Abstand zwischen 1 und 10 misst man ca. 2,1 cm, b
also gilt fiir die gesuchte Basis b: log; 10 — log, 1 = 2,1, also 2 10

) -~

log, . ..
log, 10 = 2,1. Somit b*! = 10, also b = Iloggglq ~ 3. &b
(b) Von 1 Euro bis K1 misst man ca. 13,2 cm, also ist log; x = 13,2. 3

32—«
logs ...

(c) Mit k; = Gewinn in Gewinnklasse ¢ ist logS(k4) —logs(ks) = logs(ks) —logs(ke),
also logg(’,:‘;) logs (52 >) und somit ’“4 = —2, d. h. gleiche Verhiltnisse, d. h. die
Gewinne VerV1e1fachen sich von Gewmnklasse zu Gewinnklasse jeweils mit dem
gleichen Faktor; es ist kg = 7, ks = 70, ky = 700, k3 = 7000 usw.

Somit xr = 313’2 ~2- 106 (Tatsdchlich betrug der Gewinn 1,87 Millionen Euro).
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10. Klasse Losungen

10

Bedingte Wahrscheinlichkeit

04

1.

5.

S=Schwimmen, F=FuBball, L=Lauf, M=Midchen, B=Buben, gesamt 26 + 28 = 54

S F L Zuerst werden die fett gedruckten Felder ausgefiillt. Fiir F + L
M| 12 2 14 | 28 bleiben 54 — 14 = 40, davon % FuBball, also 16. Danach werden
B 2 14 10126 die restlichen Felder so erginzt, dass die Spalten- und Zeilen-
14 16 24 54 summen stimmen, also z. B. erste Spalte 12 + 2 = 14 usw.
2

W., dass Miidchen FuBball spielt: Py (F) = £ 53};;4]\)4 ) — é = 2Z~T1%

W., dass Bub Fuf3ball spielt: Pg(F) = P(F0B) _ 14 ~ 53,8 %. Da fiir Buben die W.
p P(B)

der FuBlball-Leidenschaft groBer ist, hingt diese offenbar vom Geschlecht ab.
wstammt“-Frage umformuliert: W. fiir Mddchen unter der Bedingung Fuf3ball:

_ P(MOF) _ & 2 _
Pp(M) = P(F) —g—ﬁ 12,5 %.
(a) P(,,Brennt weniger als 200 d“) = 1 — P(,,Brennt > 200 d*“) = 1 — 0,35 = 65 %
(b) By: ,.Brennt mindestens b Tage. Deutung der Abnahme dieser beding-
Pg,(Bioo) = % = % =61 %. ten W.: Altere Leuchtstoffréhren ha-
Pp,o. (Bago) = Bzol(;f;lof)loo) 61 ~ 57 %. b[ejrllj ;;l:f;ﬁfh ;EZ; Alters geringere
__ P(B300NB200) 18 »
PB200<3300) = % = ~ 5l %.
A A Vierfeldertafel: Die fett gedruckten Felder werden zuerst ausgefiillt;
B 10,18 0,112 | 0,292 danach: P(A U B) besteht aus den drei unterstrichenen Feldern.
— P(ANB 018
B|054 0168|0708 Po(A) = 55" = 255 ~61,6%
0,72 0,28 | 1 3 _ P(Bn4) _ o112 _ —
P4(B) = P = 028 = 0,4 =40 %
E: , Becher enthilt Erdbeerjoghurt”, D: , Deckel defekt“i
Baumdiagramm: Die unterstriche- (a) x = Pg(D) = PEDD%E) = W =0,02=2%
nen Daten miissen zusammen 4 % ()
ergeben. Bei Absenken des Ausschussanteils beim Erd-
0,25 0,75 beerjoghurt auf 0 wiirde der gesamte Ausschus-
s santeil immer noch P(D N E) = 0,015 = 1,5 %
E E b £ di .
0.1/\0.9 N— T etragen, so dass auf diese Weise das angestrebte
< . Ziel nicht erreicht werden kann.
D D D D )
0025 0,225 0015 0,735 (b) Pp(E) = "5 = G50 ~ 0,2344 = 23,44 %
(a) P: ,,Pasc%%\ A: ,,genau 3-mal Pasch”,
1 p s 1 P s B: ,mindestens einmal Pasch®,
P6 6 Pﬁ/wﬁ C': , drei Pasch hintereinander
P(ANB 4.4.1.1.3
INCINOAN A B = BB = i ~ 0,298
1115
/\ ANANNNAN /\ PA(C) = 25848 =05

(b) Fur die Anzahl n der Wiirfe muss gelten
P(,mind. einmal P=) = 1 — P(,kein P**) = 1 — (2)” > 0,99, also (2)" < 0,01.
Losung dieser Exponentialgleichung durch Logarithmieren und Anwenden der
log-Rechenregeln: n - log 2 <1og 0,01 |:log2 <0 (!)

n > % = 25,3. Also muss die Anzahl der Wiirfe n > 26 sein.
6
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10. Klasse Losungen 10
Polynomdivision 05
1. 4.
2998 : 14 =214 + 2 = 2141 (@) (x* —T*+r—1):(z-2)=
—28 ~— =a®+22% -3z —5— 1L
19 Es wird also ebenso wie at — 243
—14 bei der Polynomdivision 227 — Ta?
58 zundchst dividiert, dann 203 — 42
—56 ,zuriick’ multipliziert —32% +
2 (z. B.2-14 = 28), von der —32% + 62
dariiber stehenden Zeile abgezogen —or —1
und die nédchste Stelle heruntergeholt. —ox + 10

Ein eventuell bleibender Rest (2) muss
am Schluss noch durch den Divisior
(14) geteilt werden (also +

2.

(Den Vorzeichenwechsel moge der Le-
ser in dieser und den folgenden Aufga-
ben in den jeweils unterstrichenen Zei-
len mit Farbstift selbst vornehmen, al-
so z. B. im ersten Schritt —2® — 322).

(23 +42® + 22 —3): (x4 3) =

14)

% + 3a* =22 +x—1
% + 2z
x? + 3x
—xr—3
—r—3
0

Probe: (22 +x—1)- (x+3) =
=2+ 32+’ +3vr -0 -3 =
=23 + 422 + 22 — 3 (0. k.)

3.
(a) (2 +8): (:c+2)
22 + 22 =22 —2x+4
—2x?
—22°% — 4z
4r + 8
4xr + 8
0
(b) (23 —2?> bz +5):(x—1)=
x® — 2? =22-5
—ox +5
-9+ 5
0

—11

(b) (2 =T +2x+45): (2*+22—1) =

r?+22% —x :x—9+$223_€;f1
—922 + 22 +5
—92% — 182 + 9
20x — 4
5.
(23 —42? + ax — 8) : (2?2 4+ 2) = 4+($2+)2
x3 + 2z
—42% + (a—2)x — 8
—4x? -8 Fiir a = 2
(a —2)x bleibt Rest 0.
6.
o S
f(I)Q_ 21t4 - . .
= (x +4): (22 —4) =52+ 1+ 5
0?2 —g(e) +r()
20 4+ 4
20 — 4
8
x -4 =2 0 2 4 12
T
g(x)—§f+1 —% o 1 2 3 7
r(z) = -4 3 -1 -2 4 2 04
f(x) -1 -1 -1 % 5 74
Yy
— Fiir sehr
\
N groRe
9 x-Werte
27 o schmiegt
. sich f an
T 0 2 T )
TN die schrige
Asymptote

g an.
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10. Klasse Losungen

10

Polynomgleichungen, Polynom-Nullstellen

06

1.

23 —42? + 102 — 12 = 0.

Probiere z=1: 1> —4-12+10-1 - 12 #0
geht nicht, z = —1 geht nicht, z; = 2 geht:
23 —4.22410-2—12 = 0. Also Polynom-
division durch (z — 2):

(Den in grund105.pdf beschriebenen Vorzeichen-

wechsel moge der Leser in den jeweils unterstriche-
nen Zeilen mit Farbstift selbst durchfiihren)

(23 — 42?4+ 10z — 12) : (z — 2) =
x® — 222 =22 —-2x+6
— 222 + 10z
—22% + 4x
6xr — 12
6x — 12
0

72— 2+ 6 = 0; 1y = ZEIETG g
Also x; = 2 einzige Losung.

2.

(a) Nullstelle ,,raten : z1 = 1. Polynom-
division (2% —2% —5x+5) : (x—1) =
x?—5 (siehe ueblOS.pdf, Aufgabe 3b).
LL’2 —5= O; I’Q/g = :l:\/g
Also f(z) = (z—1)(z—V5)(z+V5).
[Bei dieser Aufgabe konnte man iibrigens
die Faktorzerlegung und damit die Nullstellen
auch durch Ausklammern und Anwenden der
dritten binomischen Formel erkennen: f(z) =
2?2(x —1)=5(x —1) = (z —1)(z? - 5)].

(b) f(z) = 2*(2® +52% — 132+ 7).
Also x5 = 0 (doppelt).

Nullstelle ,raten”: z3 = 1.

Polynomdivision
(23 +52> =132 +7): (z—1) =
=22+ 6z —7
22+ 62 —T7=0;
—6:|:\/36 41.(-7) _ _
a5 = =1 _ 62:|:8;
zy =1 (doppelt) rs = —T.
Somit: f(z) = 2*(x — 1)*(z + 7).

3.

f(2,5) =4-253—6-2,52+3 = 28, g(2,5) =
13-2,5 — 4,5 = 28. Also ist (2,5/28) ein
gemeinsamer Punkt der Graphen.

(Fortsetzung von 3.)

Schnittpunkte: f(z) = g(z);

423 — 622 + 3 = 132 — 4,5;

43 — 622 — 132+ 7,5 = 0.

Da die Losung x; = 2,5 schon bekannt ist,
Polynomdivision durch (z — 2,5):

(42° — 62% — 132+ 7,5) : (x — 2,5) =
=4a* + 4o — 3
422 + 42 — 3 = 0; a3 = —4+ 1314.4-(_3);

Ty = 0,5; T3 = —1,5.

Durch Einsetzen dieser z-Werte in f oder g
erhilt man die y-Werte der weiteren Schnitt-
punkte: (0,52) und (—1,5| — 24).

4,

Multiplikation mit dem Nenner x — 3 ergibt:
2z = (2% — Tz + 6)(z — 3), also

2 = 23 — 3x% — T + 21z + 62 — 18, also
2% — 1022 + 252 — 18 = 0.

Losung ,raten”: z; = 2. Polynomdivision
(23 —10224252—18) : (z—2) = 22 —8x+9.

22 —8r+9=0;
a3 = 8:b/64 419 — 44T
Alle drei Losungen diirfen in die Gleichung eingesetzt

werden (kritisch wére nur im Nenner der x-Wert 3
gewesen). Also Losungsmenge:

L={2:4+T74—7}.

5.
Definitionsliicken:
423 + 72% — 20 = dax(2* + Iz — 1) = 0;

1= 0; 2y — —1,75+ 1;512 41(— osi
To = —2; x3 = 0,25.

Definitionsbereich D also IR\{—2; O 0,25}.
Nenner faktorisieren: f(x) =

6.

Der Zeichnung entnimmt man die Nullstel-
len —4 (einfach) und 2 (doppelt); Ansatz also
y=a(x+4)(x —2)2

Der Zeichnung entnimmt man ferner (0] — 2)
als Punkt des Graphen. Einsetzen dieser z-
und y-Werte liefert:

—2=20a-(0+4)(0—2)? = 16a, alsoa = —+.
Somit f(z) = —4(z +4)(z — 2)%

_ 8£2V7
2

:B(m+2)(:p 0,25)"

=
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10. Klasse Losungen 10

Vorzeichenbereiche 07

1. 23 — 322 + 2 = 0. Gezieltes Raten: z; = 1.
Polynomdivision: (z* — 322 +2) : (z — 1) = 2? — 22 — 2.

P22 —2= 0y = D g4 3
Lauter einfache Nullstellen mit Vorzeichenwechsel. Ferner sieht man fiir groBe -

Werte f(x) > 0. Somit:

f<0 1=V3 f>0 1 f<0 1+V3 f>0
2. f(x) = 0; 21273 = 2 (3-fache Nullstelle, Vorzeichenwechsel); Yy
x4/5 = 0 (doppelte Nullstelle, kein Vorzeichenwechsel). 1L

Somit (da z. B. f(3) = —9): TS0 0 S0 F<0 0‘ y ?\ .

3. (a) Lose die zugehorige quadratische Gleichung: —3x2? — 4x + 5 = 0:

_ 44164435 _ 4+VT6 2 1
T1/2 = 2.(=3) =" — 3 :F 3V 19. . /m}
Nach unten geoffnete Parabel mit Bereich l/l %

> 0% (Bild rechts). R AR
Alsoist L = [-2 — 11/19; -2 + 1/19).

(b) Zuerst alles auf eine Seite bringen: 2% — 3z + 10 < 0. U/
Zugehorige quadratische Gleichung: 2% — 3z + 10 = 0. —_—

T = 1,56 £4/2,25-10 Vv, also keine Losungen, also ,,schwebende nach
oben geoffnete Parabel (siehe Bild), bei der die Werte unterhalb (wegen ,,<*) der
x-Achse gesucht sind. Da es solche Werte nicht gibt, ist L = {}.

4. Es muss gelten: Radikand r(z) = 5z* — 40x — 100 > 0.

40+4/1600—4-5-(—100) 40460
2:5 o100

Da r eine nach oben gedffnete Parabel ist:

Nullstellen von 7: x5 = z1 = 10; 29 = —2.

r>0 —2 r<0 10 r>0

Somit: Dy =] — oo; —2] U [10; +o00].

5. Betrachte Zihler: 1022 — 70 = 0; 212 = £V/7.
Betrachte Nenner: /722 + 52 — 207 = 0. 21 = —/7; 29 = QT‘ﬁ (siehe ueb91.pdf).
Somit: f(z) 102270 _ 10@+VT)(z—v7) _ 10@@=v7)

= VTx2452—2V7 \ﬁ(ﬁ\ﬁ)(x_g\Tﬁ) ﬁ(:c—L\f)'
Durch Einsetzen geeigneter Funktionswerte oder durch Betrachtung der Vorzeichen

der Linearfaktoren erhilt man: % % % -
f>0 ;\g f>0 ;Tf; f<0 vi f>0

6. Da die Gleichung 22 + z + 1 = 0 keine Losung hat, ist der Nenner stets > 0.
Zihler: x* 4 223 + 322 = 22(2? + 22 + 3).

z1/5 = 0 oder 2 + 2z + 3 = 0, wobei letztere Gleichung wiederum keine Losung hat.
Stellt man sich den Graphen zum Term 2% + 2z + 3 vor, so handelt es sich also um
eine ,,schwebende Parabel ohne Nullstellen, d. h. z% + 2z + 3 ist stets > 0.

]

Somit: *
f>0 0 f>0

Der Graph von f verlduft somit in ganz IR\ {0} oberhalb der z-Achse.
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10. Klasse Losungen 10

Parameter 08

1. Ausgehend vom Vergleich der Punkte (2|4) und (2|1) erkennt man die Stauchung in
y-Richung auf § so groBe y-Werte, also h(z) = {22,
Vergleich der Punkte (1|1) und (2|1) liefert eine Streckung in xz-Richtung mit Faktor

2, also auch h(z) = (bx)? mit b = 1. In der Tatist h(z) = (32)? = 12°.

2. Verschiebung der Funktion f um c¢ nach links und um d nach oben hat den Term
h(z)=(@x+c)+d=(+c)z+o)(z+c)+d=(*+2cx+F)(x+c)+d=
23 +3ca® +3c2x+c®+d. Vergleich dieses Terms mit 22 — 6224122 — 1 ergibt 3¢ = —6,
3¢? =12und ¢ +d = —1, woraus c = —2 und d = 7 folgt. Also h(x) = (z—2)3+7,
d. h. es wurde um 2 nach rechts und um 7 nach oben verschoben.

3. y =sin(22) y=sin(2(x+ %)) y=-15sin(2(x+7%)) y=-15sin(2(x+5))+2
Y Y Y A A
157" A uw N A :‘:1 \ :,\
Mo VT LN 1 3
Stauchung in z-Ri.  Verschiebung um % 1,5-fache y-Streckung; Verschiebung in y-Rich-
(% Periodenléinge) nach links Spiegelung an z-Achse tung um 2 nach oben

4. h(x) = —2f(3(z + 3)), d. h. es wurde um 3 nach links verschoben, in 2-Richtung mit
Faktor 3 gestreckt, in y-Richtung mit Faktor 2 und gespiegelt.

Fiir die Wertetabelle werden aus der Zeichnung Yy
die benétigten Werte vom f(x) abgelesen: o T >
x \ -3 0 3 -1 1
h(e) | —2f(0)=0 —2f(1)=—2 —2f(2)=0
5. (a) go(z) =0,als0 (T—a)z+3a=0;(T—a)z=—1a;z = —5ray-

Fiir a = 7 gibt es keine Nullstelle (sonst 0 im Nenner/waagrechte Gerade).

(b) Punkt (2011|2014) einsetzen: 2014 = (7 — a) - 2011 + 1a, also 2014 = 14077 —
2011a + 0,5a, also —12063 = —2010,5a, also a = 6.

(©) go(x) = Tz, go(x) = bz + 1. Schnittpunkt S durch Gleichsetzen: 7x = 5z + 1,
also x = 0,5. y = ¢0(0,5) = 3,5. Somit S(0,5|3,5).
Priife durch Einsetzen, ob S auf allen g, liegt: 3,5 = (7 —a) - 0,5 + %a ergibt
3,5 =3,5—10,5+ 0,5a, also 0 = 0, eine fiir alle « wahre Aussage, S ist also ein
allen g, gemeinsamer Schnittpunkt.

6. (a) 2° — Tz + k= 0; z1/p = FY=4LE mit Diskriminante D = 49 — 4k.

Ist D > 0, also 49 — 4k > 0, also k < 12,25, gibt es zwei Losungen fiir die
Nullstellen.
Ist D = 0, also k = 12,25, gibt es genau eine doppelte Nullstelle.
Ist D < 0, also k£ > 12,25, gibt es keine Nullstellen.

(b) Gemeinsame Punkte durch Gleichsetzen, d. h. die Gleichung x> — 7z + 12,25 =

—2x + t muss genau eine Losung haben.

s _ Bd/25—4-1(1225—t) 54 /@94
$2—5I+12,25—t—0, 131/2 = 21 = 3 .
Diese Gleichung hat genau eine Losung, wenn unter der Wurzel O steht, also
4t — 24 =0, alsot = 6.
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10. Klasse Losungen 10

Eigenschaften von Funktionsgraphen 09
1. (a) xgrinoof(m) — +o0. (b) ml_i}(_ﬂoof(yc) — —00, mgrfmf(x) — —00.
© Jim f)= lip SHE o ¥ @ lp f@)= I o =

0

(e) xEIow(x) — —00 (dennz.B. —3:0,17100= 3. () 7100 =—-3.101%), mg&noof(x) = 0.

() mgrpoof(x) = 0,3, mgrlloof(x) — +o0. (2) xgrinoof(x) — —b.

(h) Hier ist zwar f(1000000) = (10%)? — 1071% - (10°)® = 10'* — 10710418 =
+999 900 000 000, jedoch ist wegen ,,— x> mgr}rloo f(z) = —o0.

2. (@ P: f(—x)=(—2)"—(—2)°+2(—2) = —a'+2°—20=— (2" —25+22) = — f(x).

(®) A: f(—z) = (—2)% — 9(—2)* = 2% — 92t = f(x).

(©) flz) = F5k, also A: f(—x) = 5ty = £4L = f(x).

d) flz) =221, = ‘”2_13) hat Definitionsbereich Dy = IR\{0; 3}; der Funktions-

x3—3x2 x?(z—
graph kann also nicht symmetrisch sein, da schon D¢ nicht symmetrisch ist.

Sichtbar ist die Nicht-Symmetrie auch an einem Gegenbeispiel, z. B. f(—2) =

——31 = a0 aber f(2) = g5 = — 1
(e) | y-Achsen-Schnitt | Nullstellen f(x) =0
() | y=f(0)=0 x1y2/3/4 =0, 25 =3, 16 = —3

(¢) | kein (da f(0) Nenner4) | keine (da z* + 1 = 014)

(d) | kein (da f(0) Nenner4) | 21/, = +1
(f) sin ist punktsymmetrisch zum Ursprung, cos achsensymmetrisch zur y-Achse.
(g) P: f(—z)=(sin(—x)cos(—x))3=(—sinz-cosz)*=—(sinx-cosz)*=—f(x).

3. Nullstelle: f(x) = 0 liefert 2z + 4 = 0, also z = —2. Exin flz) = 1in‘£1 ?% =2.

r—r -

£(3,01): Im Zghler etwas mehr als 10, im Nenner 0, 01, also sehr groBer Funktionswert.
£(2,99): Im Zihler fast 10, im Nenner —0,01, also negativer betragsmiBig sehr grofer

Funktionswert (Graph nach unten — —o0). TEEANY
Gemib Skizze ist Punktsymmetrie-Zentrum Z(3|2) zu vermuten. ) 7 S
Verschobene Funktion: ) N
hw)=f(w+3) = 2= 25 - 2= Sl - S Bt . ‘T\ S
Punktsymmetrie: h(—xz) = 12 = —10 = —p(x).

4. (a) f(z)=0; g2*(x — 6) = 0; w1 o = 0; 3 = 6.
(b) Losungen der Gleichung sind x4 = —2 und x5, = 4 (doppelt).

An diesen Stellen ist der y-Wert von f gleich —4, wobei y‘
bei 935 /6 = —4 die HorleTltale y=—4 b(‘arul‘lrt wird. J k
(c) fsteigtin | — oo; 0], fallt in |0; 4] und steigt in |4; oo|. ,
h steigt in | — oo; 0] und fllt in ]0; 0ol AR
Die Gleichung f(x) = h(x) hat genau eine Lsung, o/
da es genau einen Schnittpunkt gibt. et S
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10. Klasse Losungen

10

Uberblick: Funktionen und Gleichungen

10

Funktionsterm Funktionsgraph| zugehorige Gl. f(x) = ¢ | Losung der Gleichung
f(z), Beispiel Losungsverfahren Beispiel
flz)=-3x+2 —3r+2=0 —3r = -2
Lineare Lineare Gleichung T = %
Funktion x-Glieder auf eine Seite
f(z) = Na* =52 +5=0 0y )y = BEVISITS _
22 —5r+5= /| Quadratische Gleichung / e
(r —2,5)2 — 1,25 =. # | Alles auf eine Seite, . 382 5 69
Quadratische /,/"' .| Mitternachtsformel T1 7 1,99, T2 = 9,
Funktion 7()%(2"/3&75 Tijg = —btvb>—dac \/21;2—4%
~1,25¢ .

Spezialfall: Zur y-Achse 1} —32?2-3=0 —31? =3
flx)= 7%102 -3 symmetr. — | Reinquadratische Gleichung | 2% = —9
Reinquadr. Funktion Parabel ) Nach z? auflésen, 0-2 Lsgen | Keine Losung
Spezialfall: Parabel durch4 /| 22 — 42 =0 z(r—6)=0
flx) =22 — 42 denUr-  —77| Qu. Gl ohne Konstante 1 =0; 39 =4
Qu. Fkt. ohne Konst. | sprung (0]0) |~ | z ausklammern (nur bei = 0)

—3x + 2 ey —3r + 2 D =R\{-2}
flw) = - —3r+42=—1-(2z+4

20+ 4 IR S R —1 2v+4 T+ (17"_ )
Gebrochen- . N Bruchgleichung —3r+2=-2r—-4
rationale Funktion f Mit HN multiplizieren | z =6
f(x) =2 " v =15 r=+YT5~+114
Potenzfunktion |/ Reine Potenzgleichung

/0 1 7| Umkehroperation
,hoch 3 < hoch £
flx) = 2° — 42? y 23 —4a? = =5 P — 42 +5=0
Polynomfunktion Gl. hoheren Grades z; = —1 ,erraten
(ganzr‘ationale j—h—;ﬁ Alles auf eine Seite (= | (2° —42%+5): (z+1)
Funktion) A 0), x ausklammern, falls | = 22 — 5z + 5
—5f Lt keine Konstante, To3 = 5%—‘/5
\/' Losung ,raten”, Poly-
nomdivision

flz) = 107" =2 log 107" = log 2
107 = (%)x Exponentialgleichung —x -log 10 = log 2
Exponential- Beide Seiten logarith- | x = _11)0;120 ~ —0,3
funktion mieren
f(z) =2cosx y 2cosz =1 cosx = 0,5
Trigonometrische 2 /.| Trigonometr. Gleichung | z = % oderz = —%
Funktion \/"I:zl “7/2r | Taschenrechner Weitere Losungen 27-

(SHIFT-cos~!; fiir weitere
Lsgen Graphen betrachten!)

periodisch
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10. Klasse Losungen

10

Kompakt-Uberblick zum Grundwissen K

1.
QBogenmafl __ Q'GradmaB
(a) 2 » also
__ 45° O =1
o= 3600 =7

_ « 2. _ «
ASektor—g'T T =37 =

2(10cm)? = 12,57 cm® ~ 39,27 cm®.
b=ar =
710 cm= 2,57 cm & 7,854 cm.

(b) Sei R der Radius der groflen und r der
Radius der kleinen Kugel.

‘/groﬁ - %WR?) — 27‘4dem 27 - 77”"
also R = v/27r3 = 3r.

Ogroﬁ _ 47TR2 R2 (37’)2 _ 1

270k1ein  27-4mr2 = 2772 T 2702 T 3¢

Die Oberflache der grolen Kugel ist also % der
gesamten Oberfliche der kleinen Kugeln.

2.
Y Nullstelle:
/TN " f(z) =0, also
2 cos(z)+v/3=0;
V-1 SRR AR JE y
1+ cos(r) = —%5°;
R \./ . Taschenrechner (Bo-
0 5 2 ¥ genmaf, SHIFT-cos):
r ~ 2,62, bzw. genauer: x = %7?

(Weitere Losungen x = 277 sowie 2m-periodische

sind nicht die erste posmve Nullstelle.)

3.

Abnahme um 40 %, also noch 60 % iibrig,

also f(x) =14 -0,6".

Halbwertsdicke: 0,6* = 0,5.

log(0,6") = log(0,5); x 1og(0,6) = log(0,5);
_ log(0,5) ~1 36

~ 1og(0,6)

4,
B: Kunde kauft Buch; D: Kunde kauft DVD.
B B Fett gedruckte Felder
D | 0,01 0,14 | 0,15 der Viereldertafel zu-
D 1005 080085 erst, dann die ande-
2 2 i ren zeilen- bzw. spal-

0,06 094 |1 tenweise erginzen.
P(DNB 0,0
Pp(D) = 258 = 80t ~ 0,17
5.

(23 +52°+3x—9): (x—1) =22 +6x+9
—a 4 22
622 + 3z usw.

6.

f(z) = x(2® 4+ 52 + 3z — 9)

1 = 0. Losung raten: x5 = 1
Polynomdivision (siche Aufgabe 5):
(234522 +32—9) : (x—1) = 22 +62+9 =

= (z +3)?
.Z'3/4 =-3
Somit: f(x) = z(x — 1)(z + 3)2.
7.

Nullstellen siche Aufgabe 6.
f>0 f>0 f<0 f>0
-3 0 2

Y

-3 O{\/l x

Die x*-Funktion wird um a nach links ver-
schoben und in z-Richtung 3-fach gestreckt.

9.
Da wegen der Punktsymmetrie ©+ = 2,
z = —2und z = 0 Nullstellen sein miissen,

ist als Ansatz

f(z) =a(z —2)(z + 2)z = a(2® — 4x)

zu wihlen. Wegen lim f(z) — 400 und
lim f(z) » —ooista < 0.

Tr—+00
Jeder solche Funktionsterm leistet das

Gewiinschte, also z. B.
f(x) = — (2% — 42) = —2® + 4x.

10.

/1 hat Definitionsliicke x = 0, also Graph D;
Nullstelle f;(z) = 0 fir x = 1.

fo ist exponentiell fallend, also Graph A;
Nullstelle fo(z) = 0 fiir z = 0.

f3 ist quadratische Funktion, also Parabel C;
Nullstellen f3(x) = 0,2z(z — 2) = 0 fiir
1 =0, r9 = 2.

f4 ist lineare Funktion, also Gerade B; Null-
stelle fy(z) = 0 fiir x = 5.

f5 ist verschobene und gespiegelte Funk-
tion 5. Grades, also Graph E; Nullstelle
f5(x) =0 firx = 2.




